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1. Matrices y determinantes

1.1 Notacion y definiciones

Definicién 1.1 [MATRIZ]

Una matriz es una tabla de mxn elementos dispuestos en m filas y n columnas.

Se suelen representar por letras mayusculas A, B, ..., etc. y a sus elementos
de la forma a;; donde el primer subindice indica la fila y el segundo la columna
a la que pertenece dicho elemento.

Asi pues, una matriz A = (a;;) con 1 <i<m 1 <j<n esde la forma:

11 Q12 - Qin

Q21 Q22 - Q2p
A=

Am1 Am2 - Qmnp

Definicién 1.2 [ORDEN DE UNA MATRIZ|

Una matriz de m filas y n columnas se dice que tiene dimension o que es de
orden mxmn, y al conjunto de todas las matrices de orden mxn lo denotaremos
por R™*™ (en el supuesto de que los elementos de la matriz A sean elementos

de R).

Dos matrices A, B € R™*" se dice que son equidimensionales.

Dos matrices A, B € R"™*" se dice que son iguales si:

a/z‘]:sz vl:]_, 27,mva7:17 277n
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Definicién 1.3 [MATRICES FILA Y CO

LUMNA|

Se denomina matriz fila a aquella que consta de una unica fila.

A:(al as - -

an> c R1><n

De igual manera, se denomina matriz columna a aquella que consta de una

unica columna.
a1
a2

A:

Qn

Definicién 1.4 [MATRIZ CUADRADA]

Se denomina matriz cuadrada de orden

lumnas.
a11 Qa2
Q21 Qa22
A=
An1  Ap2

Se denomina diagonal principal de una

elementos a; 1=1, 2,..., n.
aj; a2
Q21 A2
An1  Ap2

Definicién 1.5 [MATRICES DIAGONAL

Se denomina matriz diagonal a aquella
diagonales son todos nulos. Es decir a;;

aii 0
D— 0 ag
0 O

c Rn><1

n a aquella que tiene n filas y n co-

A1n

Q2n

A E RTLXTL

&nn

matriz cuadrada a la formada por los

A1n

A2n

a’l’LTL

ES, ESCALARES Y UNIDAD]

matriz cuadrada cuyos elementos no
=0si i#£]
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Se denomina matriz escalar a aquella matriz diagonal cuyos elementos diago-
nales son todos iguales.

a 0 0
0 «o 0
0 0 «

Se denomina matriz unidad de orden n a aquella matriz escalar cuyos elemen-
tos diagonales son todos unos. FEs decir

Definicién 1.6 [MATRICES TRIANGULARES Y ESCALONADAS]

Se denomina matriz triangular superior (inferior) a aquella matriz cuadrada

cuyos elementos situados por debajo (encima) de su diagonal principal son
todos nulos.

a1l G2 a3 - Qip a1 0 o --- 0
0 ax axg -+ agp Q21 Qa22 0 s 0
0 0 asz -+ as, as; agy agz - 0
O O O s App An1 Ap2 Ap3 -+ App

o Triangular superior: a;; =0 si i > j.

o Triangular inferior: a;; =0 si i < j.

El equivalente para matrices rectangulares de una matriz triangular son las
denominadas matrices escalonadas que son aquellas matrices en las que a;; = 0
St1> 7.
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En caso de tratarse de una matriz cuadrada se tendria una triangular superior.

a1; a2 i3 Q1n
0 agx as A2p
ailz a2 Aas a1 m—1 ay
m " 0 O ass asn
0 ax as a2 m—1 A2, . ) )
0 0 ass a3m—1 A3n
. 0 (nn
' 0 0 0 0
0 0 0 A, Amn ]
0 0 0 0

1.2 Aritmética de matrices

e SUMA DE MATRICES

Sean A, B € R™*" se denomina matriz suma de A y B, y se denota
por C'= A+ B, a la matriz C' € R™*" tal que
cij:aij—l—bij izl,...,m

PROPIEDADES

— Asociativa;
VA, B, CeR™"—= (A+B)+C=A+(B+0C).

— Conmutativa: VA, Be R™" = A+ B=B+ A.

— FElemento neutro: Existe la matriz 0 € R™*" denominada matriz
nula y cuyos elementos son todos nulos, tal que

VAeR™" = A4+0=0+ A= A.

— FElemento opuesto: Para cualquier matriz A € R™*" existe la matriz
—A € R™*" denominada matriz opuesta y cuyos elementos son los
opuestos de los elementos de la matriz A tal que

A+ (-A)=-A+A=0

Por tanto, (R™*™, 4) es un grupo conmutativo.
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e PRODUCTO POR UN ESCALAR

Sean A € R™™ y «a € R, se define producto por un escalar de o por A
a la matriz R™*" tal que sus elementos son los de A multiplicados por
a. Se denota por aA.

aA = Oé(aij) = (aaij) 1<i<m
1<j<n

PROPIEDADES

— Asociativa: Ya,f € R y VA e R™" = a(fA) = (af)A.

— Distributivas:
Va,fe RyVAe R™"" = (a+ )A = aA+ BA.

VaeRyV A BeR™ = a(A+ B) = aA +aB.

— FElemento unidad: VA ¢ R™" = 1-A = A.

Por tanto, (R™*™, +,-) es un espacio vectorial sobre el cuerpo R de los
nameros reales.

Para matrices complejas, (C"*™, +, ) serfa un espacio vectorial sobre el
cuerpo C de los nimeros complejos.

e PRODUCTO DE MATRICES

SiAe R™"™ y BeR"™P (numero de columnas de A igual al nimero
de filas de B), se define la matriz producto de A por B como la matriz
C € R™? tal que:

n
¢y =) awby 1<i<m 1<j<p
k=1

PROPIEDADES:

— Asociativa;
AeR™" Be RY? (C e R = (AB)C = A(BC)
— Distributiva;

AeR™" B CeRY™ = A(B+C) = AB+ AC
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— No conmutativa: en general, es AB # BA.

— No cancelativa:

AB=AC #= B=C

Para el caso de matrices cuadradas de orden n:

— FElemento unidad: Existe I, € R™™ (matriz unidad de orden n) tal
que
VAe R"" = [,A=Al,=A

— Si A € R™™ diremos que es reqular o no singular si posee matriz
inversa, es decir, si existe A7 € R™" tal que A™'A = AA™! =1,,.

TRASPOSICION

Sea A € R™"™. Se denomina matriz traspuesta de Ay se denota por
AT a la matriz resultante de cambiar, ordenadamente, las filas por las
columnas de la matriz A de tal manera, que si llamamos A = (a;;) y
A" = (aj;) tenemos:

a;j:ajz- 1<i<m 1<j<n
por lo que si A € R™*" = AT ¢ R™™.
PROPIEDADES
— (AT = A.

— (A+ B)T = AT + BT 0 generalizando, (Z A)T = Z AT
’ i=1

=1
n 1
— (AB)T = BTAT o generalizando, (H A)T = H AT,

i=1

Definicion 1.7 [MATRIZ SIMETRICA]

Una matriz cuadrada A se dice que es simétrica si coincide con su traspuesta.
(Es simétrica respecto a su diagonal principal).

A simétrica <= A= AT
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Definicién 1.8 [MATRIZ ANTISIMETRICA]

Una matriz cuadrada A se dice que es antisimétrica si coincide con la opuesta
de su traspuesta. (Los elementos simétricos respecto de la diagonal principal
son opuestos y su diagonal es de ceros).

A antisimétrica <= A= —A"
Definicién 1.9 [MATRIZ ORTOGONAL]

Una matriz cuadrada y no singular se dice ortogonal si su traspuesta coincide

con su inversa, es decir, si AT = A7 o0 lo que es lo mismo:

A ortogonal «—= AAT = ATA=1,

Definicién 1.10 [TRAZA DE UNA MATRIZ]

Se define la traza de A y se denota por tr A como la suma de los elementos

tr A= i Qi
i=1

de su diagonal principal.

PROPIEDADES DE LA TRAZA DE UNA MATRIZ

o tr(A+ B)=tr A+tr B.
o tr(ad) =atr A.

1.3 Transformaciones elementales.

Se denominan transformaciones elementales a ciertas transformaciones que se
realizan en una matriz y que nos seran de gran utilidad en la resolucién de
sistemas de ecuaciones lineales asi como en otras operaciones con matrices que
estudiaremos en temas posteriores.

Estas transformaciones modifican, de determinadas formas, los elementos de
una fila o una columna de la matriz o intercambian dos filas o columnas de
esta. Las clasificaremos en dos grupos:

e Transformaciones elementales fila.

e Transformaciones elementales columna.
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1.3.1 Transformaciones elementales fila.

e TRANSFORMACIONES Fj;

Intercambian las filas ¢ y j de una matriz A € R™*™.

Este efecto se produce al multiplicar, por la izquierda, la matriz A por

la matriz F;;, siendo esta el resultado de intercambiar las filas i y j de

YR
la matriz I,,.

Ejemplo 1.1 Consideremos la matriz

213 4
A=14 215
10 2 3

Para intercambiar las filas 2% y 3% aplicamos Fb3 cuya matriz es

100
Fos=1 0 0 1 | (en I3se han permutado las filas segunda y tercera).
010
1 00 21 3 4 21 3 4
FosA=10 0 1 4 215 |=]11023
010 1 0 2 3 4 2 15

observandose que han quedado permutadas las filas segunda y tercera
de la matriz A. O

e TRANSFORMACIONES Fj(«)

Multiplican la fila ¢ de una matriz A € R™*™ por un nimero « # 0.

Este efecto se produce al multiplicar, por la izquierda, la matriz A por
la matriz F;(«), siendo esta el resultado de multiplicar por « la fila i de
la matriz I,,.

Ejemplo 1.2 Para multiplicar por 3 la segunda fila de A (véase el Ejem-
100
plo|L.1), aplicamos F»(3) cuya matriz asociada es F»(3) =1 0 3 0
0 01
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(se ha multiplicado por 3 la segunda fila de I3).

100 2 1 3 4 2 13 4
BB)A=]0 3 0 4215 |=|126 3 15
00 1 102 3 102 3

pudiéndose ver que ha quedado multiplicada por 3 la segunda fila de la
matriz A. O

o TRANSFORMACIONES Fj;(«)

Suman a la fila ¢ de una matriz A € R™*" su fila j multiplicada por
a # 0.

Este efecto se produce al multiplicar, por la izquierda, la matriz A por la
matriz Fj;(«), siendo esta la resultante de sumar a la fila ¢ de la matriz
I,,, su fila j multiplicada por «, es decir, la matriz resultante de sustituir
el elemento ¢;; = 0 por «.

Ejemplo 1.3 Si queremos restar a la segunda fila de A (véase el Ejem-
plo el doble de la primera, aplicamos Fb; (—2) cuya matriz asociada

1 0 0
es F51(—2) =1 -2 1 0 | (se ha sustituido por -2 el elemento iy; = 0
00 1
de la matriz I3).
1 00 21 3 4 2 1 3 4
Fu(-2)A=[-2 1 0 4215 ]|=[00 -5 =3
001 10 2 3 10 2 3

observandose que se ha producido en la matriz A el efecto deseado. [

1.3.2 Transformaciones elementales columna.

Son las mismas que las transformaciones elementales fila pero operando por
columnas:

e TRANSFORMACIONES Cj;

Intercambian las columnas 7 y j de una matriz A € R"™*".

Este efecto se produce al multiplicar, por la derecha, la matriz A por la
matriz Cj;, siendo esta el resultado de intercambiar las columnas ¢ y j
de la matriz I,.



16

Matrices y determinantes

Ejemplo 1.4 Si deseamos intercambiar las columnas primera y cuarta
de lamatriz A (véase el Ejemplo(l.1]), aplicamos C}4 cuya matriz asociada

0001
0100
es Cy = 00 10 (se han permutado las columnas 1 y 4 de la
1000
matriz Iy).
0001
2 1 3 4 010 0 4 1 3 2
ACiu=1]14 2 1 5 =521 14
0010
10 2 3 30 21
1000
Se han permutado las columnas 1 y 4 de la matriz A. O

TRANSFORMACIONES Cj(«)

Multiplican la columna ¢ de una matriz A € R™*™ por un nimero « # 0.

Este efecto se produce al multiplicar, por la derecha, la matriz A por la
matriz C;(«), siendo esta el resultado de multiplicar por « la columna i
de la matriz I,.

Ejemplo 1.5 Para multiplicar por 2 la tercera columna de la matriz A
(véase el Ejemplo aplicamos C5(2), cuya matriz asociada es

1 0 0 O
01 00 .o
C3(2) = 00 2 0 (se ha multiplicado por 2 la tercera columna
0 0 01
de I4)
1 00O
21 3 4 0100 21 6 4
AC5(2)=1] 4 2 1 5 =14225
00 20
1 0 2 3 1 0 4 3
0 0 01

habiendo quedado multiplicada por 2 la tercera columna de la matriz
original A O
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e TRANSFORMACIONES Cj;(a)

Suman a la columna ¢ de una matriz A € R"™*" su columna j multipli-
cada por a # 0.

Este efecto se produce al multiplicar, por la derecha, la matriz A por la
matriz Cj;(a), siendo esta la resultante de sumar a la columna i de la
matriz [, su columna j multiplicada por «, es decir, la matriz resultante
de sustituir elemento 7; = 0 por a.

Ejemplo 1.6 Para sumar a la tercera columna de A (véase el Ejem-
plo el doble de la primera aplicamos C3;(2) cuya matriz asociada es

1 0 2 0
01 00 L. . .
C31(2) = 0010 (se ha sustituido el elemento i3 de la matriz
0 0 01
I, por 2).
1 0 20
21 3 4 0100 217 4
ACu(2)=| 4 2 1 5 =1 4295
0 010
1 0 2 3 1 0 4 3
0 0 01

donde puede observarse que se ha producido en A el efecto deseado. [

1.4 Algoritmo de Gauss-Jordan.

Teorema 1.1 Dada una matriz cualquiera A € R™*™ existen matrices F y
U tales que FA = U siendo U una matriz escalonada.

Demostracién. Probaremos el teorema de forma constructiva.

e Comencemos por anular todos los elementos a;; con 1 < i < n.

— Si a1y # 0, mediante transformaciones elementales filas Fj;(c) po-
demos anular todos los elementos de la primera columna situados
por debajo de él.

Q41

).

Estas transformaciones serian de la forma Fj;(—
an
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— Si a;; = 0 y algin elemento de la primera columna es no nulo

. Y

podemos llevarlo al lugar (11) mediante una transformacién Fj; y
proceder después como en el caso anterior.

—Sian =0 Vie=1,..., m, la primera columna es de ceros y por
tanto, a;; = 0 Vi > 1, es decir, se trata de una columna del tipo
de las matrices escalonadas.

e Procedemos después con agy (el elemento agy resultante de las transfor-
maciones anteriores) al igual que procedimos con a;; anteriormente, es
decir, si ass # 0 lo utilizamos para hacer ceros por debajo de €l en la
segunda columna. Si fuese ass = 0 vemos si existe por debajo de él algtin
elemento a;o # 0y, en caso de haberlo, realizamos la transformacion Fy;,
etc.

e Reiterando el proceso, llegamos a una matriz escalonada U.

La matriz I' no es mas que el producto de las matrices de las transformaciones
elementales filas realizadas para pasar de A a U. [

Ejemplo 1.7 Consideremos la matriz A del Ejercicio 1.1}

29 1 3 4 (2 1 3 4
_ Fa (=1
Ay g 5 3 | M 0 o 5 3 | B2
10 2 3 0 1 1p 1

2 1 3 4
— | 0 =1 1h 1 | =U
0 0 -5 =3
que es una matriz escalonada. Dado que

1

F23F31(—§)F21(—2)A =U=FA=U
con
] 1 00 1 00 1
F:F23F31(—§)F21(—2) =10 01 010 -2 =
010 —15 0 1 0 0
100
F = _1/2 01

210 O
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Definicién 1.11 [MATRIZ ESCALONADA CANONICA]

Se denomina matriz escalonada canonica a una matriz escalonada con la pro-
piedad de que el primer elemento no nulo de una fila es un uno y ademds, es
el unico elemento no nulo de su columna.

Teorema 1.2 Toda matriz puede ser reducida mediante transformaciones ele-
mentales fila a una escalonada canonica.

Demostracion. Basta con observar que una vez obtenida la matriz U, si en
una fila hay algin elemento no nulo, la dividimos por el primer elemento no
nulo de ella mediante F;(a) y lo utilizamos para hacer ceros todos los de su
columna (que se encontrardn por encima de él). |

Ejemplo 1.8 En el Ejemplo [1.7] se vi6 que

2 1 3 4 1 o 3 2
Fi(3) Fy(-2)
A—U=| 0 =1k 1k 1 — 0 —1lh 1/ 1 =
0 0 -5 -3 0 0 -5 -3
1 14 3 2 10 2 3 10 2 3
/2 /2 Fia(—1) F3(—1)
0o 1 -1 -2 — 01 —1 =2 — 01 -1 =2
0 0 —5 -3 0 0 -5 -3 00 1 3%k
1 0 0 9 1 00 9
= VS R ) R I R /2
00 1 3% 00 1 3}
que se trata de una escalonada canonica. 0]

Los elementos que utilizamos para anular a los demas elementos de una co-
lumna se denominan pivotes. Si en un determinado paso del proceso de pasar
de A a U alguna columna es de ceros, diremos que el correspondiente pivote
es nulo.

Teorema 1.3 Toda matriz A € R"™*™ puede, mediante transformaciones ele-
. I. 0 .
mentales, transformarse en una del tipo 0 0 teniendo en cuenta que

para ello es necesario realizar tanto transformaciones fila como transforma-
ciones columna.
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Ejemplo 1.9 Si nos fijamos en la matriz del Ejemplo [1.7] que transformamos,
mediante transformaciones elementales fila (ver Ejercicio en la escalonada
canonica

1 00 9%
01 0 =7
00 1 3
podemos ahora, mediante la composicién de las transformaciones columna
10 00
C51(—2)Ci2(L)Ca3(—2) llevarlaa | 0 1 0 0 | = ( I3 | 0 > O
0010

Teorema 1.4 Una condicion necesaria y suficiente para que una matriz cua-
drada posea inversa es que su forma escalonada candnica sea la matriz unidad.

Demostraciéon. Si su forma escalonada candnica es [, existe F' € R™*" tal
que FA=1, = F =A%

Si existe A7! tal que A'A =1, = I F = A~! tal que FA = I,, y por tanto,
I,, es la forma escalonada candnica de A. [ |

ALGORITMO DE GAUSS-JORDAN

Este teorema nos permite calcular la matriz inversa, de una matriz dada,
mediante transformaciones elementales (filas o columnas, pero no ambas si-
multdneamente).

El organigrama de la Figura [I.I muestra el algoritmo de escalonamiento de
una matriz A € R™*", mediante transformaciones elementales filas. Cuando
se alcanza la condicion de parada, la nueva matriz A es una matriz escalonada.

1 30
Ejemplo 1.10 Consideremos la matriz A= 0 1 1
1 20
1 0 0[1 3 0 10 0(1 3 O
LlAd=]o0o10/011 ™ 0100 1 1|™
00 1]1 20 -1 0 1|0 -1 0
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j=j+1

l

NO

¢Ja; #0,
s>i?

SI

A=E, -A ki=i+l

9 o
A=E.(—)-A
=il Sl Tk > m 2 NO )
k=k+1
|

Figura 1.1: Organigrama del algoritmo de Gauss-Jordan

1 -3 01 0 -3 1 -3 01 0 -3
o 1 oo 1 1|™Y] 0o 1 oo 1 1 |™=9
—1 0 110 -1 0 —1 1 110 0 1
-2 0 3|1 0 O —2 0 3/1 0 0
Fr3(—1)
01 0|0 1 1 — 1 0O —-1/0 1 0 | =
-1 1 1{0 0 1 —1 1 110 0 1
-2 3
ATl = 1 0 —1
-1 1 1
ya que:
F23(—1)F13(3)F32(1)F12(—3)F31(—1)(14) = 13 —
2 0 3
[Fgg(—1>F13(3)F32(1)F12(—3)F31(—1)]14 — 13 — 1 O —1 A — 13 =
111
—2 0 3
Al = 1 0 -1
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1.5 Determinante de una matriz cuadrada.

Los determinantes nos proporcionan un método para el calculo de la matriz
inversa de una dada (en caso de existir) y un criterio para estudiar si una
matriz es o no invertible.

Sus aplicaciones son multiples en todas las ramas de las ciencias que tratan
problemas lineales en los que necesariamente aparecen matrices y por tanto,
determinantes.

A cada matriz cuadrada A = (aij) 1 < 4,5 < n sele asigna un nimero real
que llamaremos determinante de A y representaremos por det A o |Al.

Definicién 1.12 [SUBMATRICES Y MENORES DE UNA MATRIZ|
Una submatriz de una matriz A es la matriz resultante de eliminar en A de-
terminadas filas y/o columnas.

Un menor de una matriz A es el determinante de una submatriz cuadrada.
Definicién 1.13 [MENOR COMPLEMENTARIO Y ADJUNTO DE aj;]

Se denomina menor complementario del elemento a;j de una matriz cuadrada,
y se denota por oyj, al determinante de la submatriz obtenida al eliminar en
A la fila i y la columna j.

Se denomina adjunto del elemento a;; de una matriz cuadrada, y lo denotare-
mos por Ai; a
Ay = (=) ay

FORMULA RECURRENTE PARA EL CALCULO DE UN DETERMINANTE

El calculo del determinante de una matriz cuadrada A puede ser realizado
mediante la siguiente férmula recurrente sobre el tamano n:

e paran=1 — A= (ay), se define det(A) =an

e paran>1 — det(A) = Z ar;Ar; para cualquier k fijocon 1 <k <mn
i=1

Obsérvese que mediante esta férmula recurrente, el calculo de un determinante
de una matriz de orden n se traslada al calculo de n determinantes de otras
tantas matrices de orden n — 1, los menores complementarios de todos los
elementos de la fila k-ésima.
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Ejemplo 1.11 [CASO n = 2]
Sea A una matriz cuadrada de orden 2:

ai; Q12
A= = det A = a11Q29 — Q120921

Q21 A22 ]

Ejemplo 1.12 [CASO n = 3]
apl a2 Q13
Sea A una matriz cuadrada de orden 3: A= | a9, as ass

a31 az2 ass
det(A) = 11022033 + Q12023031 + G13021A32 — (13022031 — (12021033 — (11023032

O

REGLA DE SARRUS

Una forma nemotécnica para el desarrollo de un determinante de orden 3
consiste en repetir bajo la fila tercera las filas primera y segunda de la matriz.

Los productos de las tres diagonales resultantes en el sentido de la diagonal
principal resultan ser los tres términos positivos del determinante, mientras que
los productos de las diagonales en sentido contrario resultan ser los términos
negativos del determinante.

Términos positivos Términos negativos
a1 G12 A13 aix G2 013
21 (22 (23 Q21 Q22 (23
a3z1 G3z2 G33 — 11022033 A13022031 < A31 G32 (33
@11 Q12 a1z — 21032013 A230320a11 <— A11 Q12 413
Q21 Q22 A23 — UA31012G23 3312021 <= G21 G2 (23

1.5.1 Propiedades de los determinantes

1.- El valor de det A no depende de la fila k elegida.

2.- det AT = det A.
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Como consecuencia de esta propiedad, podemos dar una definiciéon equi-
valente del determinante cambiando el papel de las filas por el de las
columnas:

det A = Z a;rA;r para cualquier k fijocon 1 <k <n
i=1

3.- Sila matriz A posee una linea (fila o columna) de ceros, su determinante
es nulo.

4.- Si se intercambian dos lineas de A, el determinante cambia de signo.
5.- St la matriz A tiene dos lineas paralelas iguales, su determinante es nulo.

6.- Si todos los elementos de una linea se multiplican por un nimero «, todo
el determinante queda multiplicado por dicho nimero.

7.- Sila matriz A posee dos lineas paralelas proporcionales, su determinante
es nulo.

8.- Si descomponemos una linea (fila o columna) en suma de dos, podemos
descomponer el determinante en suma de dos determinantes.

aii T Qin air - Qi aip - Qin
det ;1 + bil o Qgn + bin =det (4751 s Qin +det bil tee bin
Gnl o Apn apl - Gpn Gp1  *°° QApn

NO CONFUNDIR CON det(A + B) = det A + det B

9.- El determinante de una matriz no varia si a una linea se le suma una
combinacion lineal de lineas paralelas.

10.- Si una linea de la matriz A es combinacion lineal de otras paralelas, su
determinante es nulo.

Teorema 1.5 Si A, B € R™" se verifica que:

det(AB) = det A - det B
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1.6 Factorizacion triangular.

El Teorema |l.1|nos garantizaba la existencia de una matriz F' tal que FA = U
siendo U una matriz triangular superior.

Ampliaremos ahora ese resultado mediante el siguiente teorema.

Teorema 1.6 Dada una matriz A cualquiera, existen matrices P, L y U’
tales que PA = LU’ siendo L triangular inferior y U’ triangular superior.

Demostraciéon. La matriz F' es el producto de intercambios del tipo Fj; y
transformaciones del tipo Fj;(«). Dado que:

podemos llevar en F' todas las transformaciones a la izquierda y todos los
intercambios a la derecha:

F = (Matriz de las transformaciones)-(Matriz de los intercambios)

llamando P a la matriz de los intercambios y L™! a la de las transformaciones,
tenemos:

L 'PA=U = PA=LU

L' es una triangular inferior con unos en la diagonal y su inversa L es una
matriz del mismo tipo. [ |

Ademads, como en la diagonal de U’ se encuentran los pivotes, podemos des-
componerla en el producto DU donde D es una matriz cuadrada y diagonal
con sus elementos iguales a los pivotes y U una triangular superior con unos
en su diagonal. Por tanto, podemos decir que:

Dada cualquier matriz A, existen matrices P, L, D y U tales que PA = LDU
con las caracteristicas dadas para P, L Dy U.
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213
Ejemplo 1.13 Considérese la matriz A= | 4 2 5
6 5 4
3 3 2 1 3
A 1 |2 0 0-1 | E2 o0 25 | =T
5 4 0 2-5 0 0-1

que es una matriz triangular superior

F = Fy3F3(—=3)F51(=2) = Fo1(=3) FasFo1(—=2) = Fy(—=3)F52(—2) Fo3 =

100
F=L"'P con L'=Fy(-3)F(-2=|-310]|=
-2 0 1
100 100
L=(310]| yP=F3=]|001
0 1 010
2 0 0 I
AsuvezU' =10 2 0 0 1 -2 |=DU.
0 0 -1 0 0 1
Es decir: PA = LDU. ]

Como P es un producto de matrices del tipo Fj; (intercambios) y dado que
det Fj; = —1, tenemos que det P = £1.

Por otra parte, sabemos que det L = detU = 1 por tratarse de matrices
triangulares con sus diagonales de unos.

Dado que la matriz D es diagonal y sus elementos diagonales son los pivotes,
se tiene que det D es el producto de los pivotes.

Por todo ello, tenemos que det A es el producto de los pivotes precedido de
signo mas o menos.

det(A) = + producto de los pivotes

Este es el método utilizado en el algoritmo de cdlculo del determinante
mediante reduccion.
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1.7 Inversa de una matriz cuadrada

Dada una matriz cuadrada A habiamos visto que era inversible si y sélo si su
forma escalonada candnica era la matriz unidad. Esto era posible si y sélo si
todos los pivotes eran no nulos.

Al ser det A = &+ producto de los pivotes podemos enunciar el siguiente coro-
lario.

Corolario 1.7 A es inversible si, y solo si, det A # 0.

Teorema 1.8 Una matriz es singular (det A = 0) si, y sélo si, tiene una linea
combinacion lineal de las paralelas.

Demostracién.

a) Si det A = 0 algin pivote es nulo, por lo que su forma escalonada
candnica tiene una fila de ceros. Deshaciendo las transformaciones efec-
tuadas, esa fila era necesariamente combinacién lineal de las demaés.

b) Si una fila es combinacién lineal de las demés, por la propiedad 9 de los
determinantes se tiene que det(A) = 0 y por tanto, A es singular. [ |

PROPIEDADES DE LA MATRIZ INVERSA

e La matriz inversa, en caso de existir, es unica.

Supongamos que existieran dos inversas A; y Ay de la matriz A. Enton-
ces,

(AlA)AQ == A1<AA2) = [AQ - A1[ = Al == AQ.

e Si la matriz producto AB posee inversa, A y B también las tienen y se
verifica que (AB)™!' = B7t1A™L.

AB inversible = det(AB) #0 = det A-det B # 0 =

detA£0 = J AL
det B#£0 = 3 B!

(AB)'AB =1= (AB)'ABB™' =B = (AB)'A=B"' =
(AB)'AA =B 'A = (AB) ' = BlA™L.



28 Matrices y determinantes

1
e Si A posee inversa A se verifica que det A7! = .
det A

AT'A =1 = det(A'A) =det ]| =

1
det A7' - detA=1 = det A ' = et A

1.7.1 Calculo de la matriz inversa.

Proposiciéon 1.9 La suma de los productos de los elementos de una linea por
los adjuntos de una paralela es cero.

Zaij,-j =0 si k %Z
j=1

Demostracion. Este sumatorio corresponderia al desarrollo de un determi-
nante con las filas k e 7 iguales. [ |

Definicién 1.14 Se denomina matriz adjunta de A y se denota por Adj A a
la matriz resultante de sustituir cada elemento de la matriz cuadrada A por su
adjunto.

Proposicién 1.10 A-Adj AT =det A - 1.
Demostracién. Sea C = A - Adj AT,

n n
Cij = E aipby;  con by = Aj = ¢y = E aiAjp
k=1 k=1

e Sii#j = ¢; =0 (suma de los productos de los elementos de la fila
i por los adjuntos de los de la fila 7).

o Sii=j = ci=) apdyp=detA = C=detA ] =
k=1

A-Adj AT =det A- 1.

Corolario 1.11 57 A es inversible

B 1
T det A

-1

- AdjAT.
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Ejercicios resueltos

¢ Qué coste conlleva el cdlculo de la inversa de una matriz A € R™"™?

1
e Calculando A~ = QoA AdjAT.

det A ~ n determinantes de orden n — 1. N
A;; Vi,j — n? determinantes de orden n — 1.

Un total de n? + n determinantes de orden n — 1.

El proceso es O((n + 1)!)

e Mediante transformaciones elementales (Gauss-Jordan)

n — 1 transformaciones con cada uno de los n pivotes. }

n operaciones para cada transformacion.

Un total de n® — n? operaciones.

El proceso es O(n?)

Con un ordenador que realice un millon de operaciones por segundo esti-
mariamos un tiempo de calculo para el determinante de una matriz cuadrada

de orden 100 de

1 ‘
e Calculando A™' = —— - AdjA". — 310" millones de anos.

det A

e Mediante transformaciones elementales. — 1 sequndo.

1.8 Ejercicios resueltos

0 —1 1
Ejercicio 1.1 Se considera la matriz A= 0 1 -1
0o 0 1

Hallar una féormula para A™, siendo n un entero positivo.

SOLUCION:
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0 -1 1 0 -1 2 0 -1 3
AB=AA%=]0 1 -1 0o 1 -21=10 1 =3
0o 0 1 0o 0 1 0o 0 1

Probemos por induccién en n que

0 -1 n
A"=1 0 1 —n
0o 0 1
e Para n =1 se verifica.
0 -1 =n
e SiA"=10 1 —n =
0o 0 1
0 -1 1 0 -1 n
At =AA"= | 0 1 -1 0 1 —n | =
0o 0 1 0o 0 1
0 -1 n+1
=10 1 —(n+1)
0 O 1
por lo que
0 —1 n
A= 0 1 —-n VneZt
0 O 1 -
1
11 1
Ejercicio 1.2 Dada la matriz A =1, —— | |- ( 11 -1 ), probar
n :
1

que:

a) Es simétrica.
b) A? = A.

c)tr A=n—1.

T
SOLUCION: Denotemos por u, = < 11 -+ 1 >
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1 1 1
AT = (I, — —uul)' = I" — —(uul) =1, — —upul = A
n n n

por lo que A es simétrica.

b)
1 1 2 1
A% = (I, — —uul) (I, — —unul) = I? — Zu,ul + —2unu£unuz =
n
2 1 2 1
= I, — —uyu, + —2unnug = I, — “upul + “u,ul =
n
Lo 7 2
=1, — —uyu, =A = A°"=A
1 . 1
c) tr A=tr I, — —tr(uyu,) =n——n=mn-— 1. |
n n

Ejercicio 1.3 Demostrar que el determinante de una matriz de orden n > 2
con todos sus elementos iguales a =1 es siempre un nimero par.

SOLUCION: Cuando al escalonar la matriz hacemos ceros por debajo del ele-
mento aq; todos los elementos de la matriz a;j con i, j > 2 solo pueden resultar
0, 2 6 —2, por lo que al desarrollar por la primera columna nos queda un de-
terminante con todos sus elementos pares y, por tanto, el determinante es
par.

Puede verse en el siguiente ejemplo

-1 1 -1 -1 1 -1
0 —2
1 -1 -1 |= 0 0 —-2|=-—
-2 2
-1 -1 1 0o -2 2
resultando un determinante con todos sus elementos pares. [

Ejercicio 1.4 Los determinantes de Vandermonde son de la forma:

1 1 1 o1
aq (45} as Ay,

2 2 2 2
ay as as a,
a?‘l ag_l ag‘_l an!
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Demostrar que el valor de este determinante es

I (¢ —a)

1<i<j<n

SOLUCION: Basta observar que si restamos a cada fila la anterior multiplicada
por a; obtenemos que el determinante es el mismo que

1 1 1 1
0 as — aq as — aq a, — aq
0 as(aa—ay) aszlas—ar) -+ apla,—ar1) | =
0 ay *(ay—a1) ay *(az—ai) - a" *a, —a)
a9 — aq as — ap a, — a1
B a2(a2 —Cl1) 6l?,(Ol?, —Cll) an(an_al) B
ay*(ay —ay) ay *(az—ay) - a" %(a, —ay)
1 1 1
a2 as a
= (a2 —a1)(azg — a1) -~ (an, — a1) . !
0372 a7§72 . az—Q

que es otro Vandermonde de un orden inferior en el que falta a;, por lo que
resultard el producto de (a3 — ag) - - - (@, — az) por un nuevo Vandermonde de
otro orden inferior en el que falte ahora as y asi sucesivamente, por lo que el

determinante buscado resulta ser H (a; — a;) |
1<i<j<n

1.9 Ejercicios propuestos

Ejercicio 1.5 Demostrar que el producto de dos matrices diagonales es otra
matriz diagonal. ;Es conmutativo este producto?

Sol: Es conmutativo.

Ejercicio 1.6 Hallar todas las matrices cuadradas de orden 2 cuyo cuadrado
sea nulo.
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9
Sol: (as “ )
¢ —ac

Ejercicio 1.7 Hallar las potencias n-ésimas de las matrices
1 11 .
A=[111 B= ( “ )
0 «
111

Sol: A" =3"tA, B ="t ( «“n )
0 «

Ejercicio 1.8 Decidir cudles de las siguientes afirmaciones son verdaderas y
cudles falsas, dando en cada caso una demostraciéon o un contraejemplo, segtin

corresponda:

a) Si Ay B son simétricas, entonces A B es simétrica.

)

b) Si A es simétrica y P es cuadrada, entonces PAPT es simétrica.

c¢) Si A es una matriz cualquiera, entonces AAT y AT A son simétricas.
)

d) Si A B es simétrica, entonces A y B también lo son.

Sol: V,V,VF.

Ejercicio 1.9 Demostrar que una matriz cuadrada de orden n puede des-
componerse de forma uUnica como suma de una matriz simétrica y otra anti-
simétrica. Realizar la descomposicion de la matriz

-2 7 0

A= 5 4 1

2 =5 5

—2 6 1 0 1 -1

Sol: A = 6 4 -2 |+ -1 0 3
1 -2 5 1 =3 0

Ejercicio 1.10 Sea A una matriz antisimétrica. Demostrar:

a) A? es simétrica.
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b) Si B es simétrica, entonces A B es simétrica si, y sélo si AB = —B A.

1 =2
Ejercicio 1.11 Hallar todas las matrices que conmutan con A = ( 3 4 ) .

Sol: Las matrices escalares de orden 2.

Ejercicio 1.12 Calcular los siguientes determinantes:

1 3 0 r 1 1 r+1 1 1
-1 2 -4 1 =z 1 1 r+1 1
11 2 1 1 =z 1 1 T+ 1

Sol: 2, a3 —3x+2, a®+ 322

Ejercicio 1.13 Calcular los siguientes determinantes por dos procedimientos:
desarrollando por los elementos de la primera fila y mediante triangularizacion
por transformaciones elementales.

1 -3 1 5 76 8 5
4 3 =2 6 7 10 6
1 2 4 =2 78 8 9
3 4 1 8 7.9 6

Sol: 276 y 4.

Ejercicio 1.14 Demostrar que el determinante del producto de una matriz
2 x 1 por otra 1 x 2 es siempre cero.

Sol: Observar que tiene las columnas proporcionales.

Ejercicio 1.15 ;Es cierto que el determinante de una matriz antisimétrica es
siempre cero?

Sol: Solo si es de orden impar.

Ejercicio 1.16 Sabiendo que los niimeros 23715, 23529, 21359, 19437 y 17453
son multiplos de 31, probar que el determinante de la matriz
23 715
2 3 5 2
A=121 3 5
1 9 4 3
1 7 45

w 3 © ©

es divisible por 31, sin calcular el determinante.
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Ejercicio 1.17 Hallar los posibles valores del determinante de una matriz A
en cada uno de los casos siguientes:

a) A es idempotente, es decir A% = A.
b) A es ortogonal, es decir AAT = 1.

c¢) A es k-nilpotente, es decir existe k tal que A* = 0.
Sol:a) 1, b) £1 y ¢) 0.

Ejercicio 1.18 Calcular los siguientes determinantes:

1 a a a a 1 2 3 n—1 n
0 2 a a a 1 33 -~ n-—1 n
0 0 3 a a 1 2 5 n—1 n
000 - n—1 a 1 2 3 --- 2n—3 n
0Oo0o0 --- 0 n 123 -+ n—-1 2n-1
Sol:n! y (n—1)
Ejercicio 1.19 Resolver la siguiente ecuacion:
1+ 2 1 1 1
1 14+ 1 1 _0
1 1 14z 1 |
1 1 1 14+
Sol: 2*(x +4) =0 = 0,0,0,—4.
Ejercicio 1.20 Calcular el valor de los determinantes:
2100 --- 00 1 1 1 - 1
210 --- 00 -1 2 o --- 0 0
0121 ---00 0 —1 2 ... 0O 0
0Oo00QO0 - --- 21 o o 0 --- 2 0
0 --- 1 2 o o 0 --- -1

Sol:n+1y 2" —1.
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Ejercicio 1.21 Calcular los siguientes determinantes:

a b c
c a b b b a
b ¢ a

bbb - a

Sol: a® 4+ b3+ ¢ —3abc y (a—b)""a— (n—1)b).



2. Sistemas de ecuaciones linea-
les. Espacios vectoriales.

Uno de los problemas fundamentales del Algebra Lineal es la resolucion si-
multanea de ecuaciones lineales, siendo el caso mas simple aquel en el que el
nimero de incognitas coincide con el nimero de ecuaciones.

Desde los textos de secundaria se proponen dos métodos para resolver tales
sistemas de ecuaciones lineales: eliminacion y determinantes.

El primer método, eliminacién, consiste en sustraer miltiplos de la primera
ecuacion de las restantes, de tal manera que sea posible eliminar una misma
incognita en el resto de las ecuaciones, con lo que se obtiene un sistema con una
ecuaciéon y una incégnita menos. El proceso se repite una y otra vez hasta que
solo queda una ecuacién con una incognita, que se resuelve inmediatamente.
No es dificil recorrer los pasos seguidos en sentido contrario y calcular el resto
de las incognitas. El procedimiento permite ademas detectar aquellos casos en
que no existe solucién o, por el contrario, existe infinidad de ellas.

El segundo método, determinantes, mas complicado, introduce la idea de los
determinantes y mediante la regla de Cramer se obtienen las soluciones como
cocientes de dos determinantes. Su estudio no sera abordado en esta asigna-
tura. El coste de calculo de dicho método lo hace viable para tamanon = 2 o 3,
pero cuando se trata de resolver sistemas con un nimero grande de incognitas,
se utiliza el método de eliminacién, de coste bastante inferior.

Esta primera parte corresponde al Algebra Clasica que se ocupa, fundamen-
talmente, de la resolucion de ecuaciones y sistemas de ecuaciones. La segunda
parte corresponde al Algebra Moderna, que estudia las llamadas estructuras
algebraicas. Estas se pueden interpretar como sistemas de elementos entre los
que se definen operaciones similares a las que podemos realizar con nimeros.
El estudio abstracto de tales estructuras permite su aplicacién casi inmediata

37
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en numerosos areas donde aparecen estructuras particulares de forma natu-
ral, lo que pone de manifiesto la unidad profunda entre los diversos campos
de la matematica. Una de las estructuras algebraicas mas relevantes, dentro
del algebra lineal, es la estructura de espacio vectorial, intimamente ligada al
estudio y resolucion de sistemas de ecuaciones lineales.

2.1 Notacion y definiciones

e Se denomina sistema de m-ecuaciones lineales con n-incognitas a un
sistema de ecuaciones de la forma:

a11T1 + 129 + + -+ + ATy = bl

a211 + A929T9 + -+ aonLy — b2

wn
Il

Am1T1 + A2l + -« -+ + Gpp Ty = bm

siendo x1,29,...,%, las incognitas del sistema y todos los a;; y b;
representan valores escalares pertenecientes a un cuerpo de nimeros, K,
que para nuestros propositos en esta asignatura correspondera con el
cuerpo de los niimeros reales, R.

e Una solucion del sistema consiste en la asignacién de valores de R a
cada una de las incégnitas de tal forma que se verifique cada una de las
ecuaciones que componen el sistema.

e Sea S(9) el conjunto de todas las posibles soluciones de un sistema S.
Se pueden presentar los siguientes casos:

x Si S(9) =
x Si S(9) £

() = Sistema Incompatible
) = Sistema Compatible

— &8(9) unitario = Compatible determinado

— &8(9) no unitario = Compatible indeterminado

e Dos ecuaciones se dicen equivalentes cuando las soluciones de la primera
lo son también de la segunda y viceversa. Por extension, dos sistemas se
dicen equivalentes cuando sus conjuntos de soluciones son idénticos.
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PROPIEDADES DE LOS SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

e Si se multiplican los dos miembros de una ecuacion por un escalar (real)
no nulo, la ecuacion resultante es equivalente a la primitiva.

e 5i se suman, miembro a miembro, dos ecuaciones con soluciones comu-
nes, la ecuacion resultante conserva las soluciones comunes.

Los sistemas lineales admiten una sencilla representacion matricial. Asi, po-
demos denotar Az = b siendo:

a3 Q2 - Aip T by

Q21 Q22 -°° Q2n X2 by
A= x = y b=

Am1 Am2 - Omn Tp bm

gracias a la definicion dada para el producto entre matrices y la de igualdad
entre matrices.

Es importante observar que en esta notacién matricial se establece un orden
para las variables del sistema ya que los coeficientes asociados a una variable
se corresponden con una columna de la matriz A, llamada por ello matriz de
los coeficientes; x es la matriz de las variables y b es la matriz de los términos
mdependientes del sistema.

Para hacer més operativa la notacion a la hora de resolver sistemas lineales,
podemos prescindir de la matriz columna de las variables del sistema y en
su lugar representar el sistema mediante una tnica matriz ampliada, (Alb),
que consiste en anadir a la matriz A una tultima columna correspondiente a la
matriz b. De esta forma, una vez ordenadas las variables del sistema podemos
identificar visualmente cada fila de la nueva matriz con una de las ecuaciones
del sistema. Las propiedades enunciadas anteriormente pueden expresarse
ahora en términos de las transformaciones elementales fila.

o Si se aplica a la matriz ampliada de un sistema una transformacion
elemental fila Fi(«), con o no nulo, la matriz resultante representa un
sistema lineal equivalente al anterior.

o Si se aplica a la matriz ampliada de un sistema una transformacion
elemental fila Fj;(1), la matriz resultante representa un sistema lineal
equivalente al anterior.
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Evidentemente, la combinacién de ambos tipos de transformaciones elemen-
tales, nos permite aplicar transformaciones fila del tipo Fj;(«), obteniéndose
sistemas equivalentes.

Finalmente, la transformacion elemental F;; tan solo representa una permuta
entre las ecuaciones i-ésima y j-ésima, por lo que resulta un sistema equiva-
lente.

Estamos en condiciones de abordar el primer método para la resolucién de
sistemas de ecuaciones lineales.

2.2 Meétodo de eliminacién gaussiana

Este método de resolucién de sistemas de ecuaciones admite una facil progra-
macién, lo que permite resolver un sistema con la ayuda del ordenador.

La idea del método consiste en aplicar a la matriz ampliada del sistema trans-
formaciones elementales sobre las filas (no pueden realizarse transformaciones
columna) obteniendo, de esta forma, sistemas equivalentes al dado pero cada
vez méas manejables. Mediante transformaciones, se consigue obtener un sis-
tema equivalente al dado que tiene por matriz de los coeficientes una matriz
escalonada. La notacion quedard simplificada empleando matrices ampliadas
para representar en todo momento a los sistemas lineales equivalentes que
resultan tras las transformaciones.

Vamos a iniciar el método con un ejemplo de orden tres.

Ejemplo 2.1 Sea el sistema:

2c + y + z = 1
S = dr + y = =2 (2.1)
—2r + 2y + z = 7

y nuestro problema es determinar los valores de z, y, z.

En primer lugar, tomaremos la matriz ampliada del sistema, siguiendo el orden
natural para las variables de mismo:

2 1 1 1
(Ap)=] 4 1 0 -2
2 2 1 7

Este método, también conocido como de eliminaciones sucesivas o método de
escalonamiento comienza restando miltiplos de la primera ecuacién (fila) a las
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restantes, con el fin de eliminar una incognita, la = de las ultimas ecuaciones.
Para ello:

e Sumamos a la segunda ecuacion la primera multiplicada por -2.

e Sumamos a la tercera ecuacién la primera multiplicada por 1.

2 1 1 1 > 1 1 1
A ™S 0 -1 2 4 |2 0 1 2 4
2 2 1 7 0 3 2 8

El resultado es un sistema equivalente al dado:

2c + y 4+ z = 1
S = -y — 2z = —4
3y + 2z = 8

El coeficiente de x en la primera ecuacion se denomina pivote.

En el segundo paso, ignoramos la primera ecuacién y aplicamos el proceso a
las dos ecuaciones restantes, donde las incognitas son y y z. En este caso, el
pivote es -1 (coeficiente de y en la segunda ecuacién).

e Sumamos a la tercera ecuacién la segunda multiplicada por 3

o 1 1 1 o 1 1 1
0 -1 -2 —4 | =D 0o -1 2 -4
0 3 2 8 0 0 -4 —4

y llegamos al sistema equivalente:

2t +y + 2z = 1
S = -y — 2z = —4
— 4z = —4

Ahora, el proceso de eliminacién estd completo.

Hay un orden evidente para resolver este sistema: de la ultima ecuacién obte-
nemos

—4r=—4 — z=1
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Sustituyendo este resultado en la segunda ecuacién obtenemos
—y—2=—4 = y=2
Por 1ltimo, sustituyendo ambos resultados en la primera ecuacion, se obtiene

20+24+1=1 — z=-1

Este proceso para obtener los valores de las incognitas, se conoce con el nombre
de sustitucion regresiva. 0

Es facil entender como podemos extender la idea de la eliminacién gaussiana
a un sistema de n-ecuaciones con n-incégnitas:

a) En un primer paso, utilizamos miltiplos de la primera ecuacién para
anular todos los coeficientes bajo el primer pivote.

b) A continuacién, se anula la segunda columna bajo el segundo pivote, etc.
c¢) La tltima columna contiene sélo a la ultima de las incégnitas.

d) La sustitucién regresiva conduce a la solucién en sentido contrario, es
decir, comenzando por la ultima incégnita hasta llegar a la primera.

¢ Conduce siempre a la solucion el proceso de eliminacion gaussiana?

y, en caso contrario

sBajo qué condiciones puede fallar el proceso?

Ejemplo 2.2 Para resolver el sistema

r + y + z =1
S=4Q 2z + 2y + 2z = 2 (2.2)
r + oy =1
Procedemos a escalonar la matriz ampliada del sistema:
1111 1 1 1 1 1
2212 |™5 0 0-1 0 |™5 0 01 o |5
1 101 1 1 0 0-1 0
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1 1
F32(—-1) 0 1 0
0 0 O

La presencia de la ultima fila de ceros indica que existian dos ecuaciones pro-
porcionales en el tltimo paso (la segunda y tercera ecuaciones son idénticas)
por lo que puede ser eliminada del sistema equivalente:

r + vy + z =1
-z =0

La sustitucién regresiva, proporciona los valores z =0y x =1 —y.

Obsérvese que en este ejemplo existe una relaciéon de dependencia entre las
variables x e y. Si tomamos un valor cualquiera para y, éste determina otro
para la z.

Existen infinitas soluciones en este caso, que podemos expresar de forma pa-
ramétrica como

r=1—A\

y=A

z=0
Se dice que y actia como wvariable independiente y x,z son variables depen-
dientes.
Estamos ante un sistema compatible indeterminado. 0

Ejemplo 2.3 Para resolver el sistema

- 2y + 2z = 3
oy + 4z = 1 (2.3)
20 — 3y + 2z =1

N
Il
|

Una vez mas procedemos a escalonar la matriz ampliada del sistema:

1-2 2 3 1-2 2 3
35 4 1 |25 0 128 |
2-3 2 1 2-3 2 1
1-2 2 3 1-2 2 3
F32(—1)

0 1-2-8 — 0 1-2-8
0 1-2-5 0 0 0 3
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La tultima fila representa la ecuacién Ox + Oy + 0z = 3 lo que produce un
sistema incompatible ya que 0 # 3.

Por tanto, no hay soluciones para nuestro sistema original.

Se trata de un sistema incompatible. 0

Tras estos tres ejemplos, podemos analizar el comportamiento del método de
eliminacion gaussiana en relacién con los pivotes del método de escalonamiento
de Gauss-Jordan.

e El caso de sistema incompatible (Ejemplo [2.3) se identifica facilmente
por el hecho de que existe un pivote en la ultima columna de la matriz
ampliada.

e En caso contrario, resulta un sistema compatible

— Determinado si el nimero de pivotes coincide con el de variables.

— Indeterminado si el nimero de pivotes es menor que el de variables.

s Qué coste computacional tiene el algoritmo de eliminacion para resolver un
sistema n X n?

En el primer paso hay que realizar una operaciéon por cada término de la
primera ecuacién para cada una de las n — 1 ecuaciones que hay debajo:

n(n—1) =n? —n  operaciones.

En el segundo paso (n —1)2 — (n — 1), etc. hasta (2 —1)% — (2 —1). Es decir,
en total:
nn+1)2n+1) (n+1)n nd—n

124922 0 ) — (1424 - — =
(1 2%+ 4n) = (1+2+---+n) G 5 3

por lo que es de orden O(n?).

(n+1)n
2

Por lo que en total, podemos decir que el método de eliminacion gaussiana es

de orden O(n?).

= O(n?).

La sustitucién regresiva requiere 1 +2 4 -+ 4+n =

Aunque no incluiremos aqui su demostracion, el orden del método de Cramer

es O((n+1)!).

Resulta evidente el considerable ahorro de tiempo que supone el método de
eliminacion gaussiana frente a la regla de Cramer.
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2.2.1 Sistemas de ecuaciones lineales homogéneos

Un sistema de ecuaciones lineales se dice que es homogéneo cuando todos sus
términos independientes son nulos, es decir, es un sistema del tipo:

a1r1 + apry + - + apr, =0

a91T1 + 92T + -+ AonTn =0
S =

Am1T1 + ApmaT2 + 0+ A, =0

De la seccién anterior se deduce que si aplicamos el método de eliminacion
gaussiana, puesto que la matriz ampliada tiene su tdltima columna nula, por
mas transformaciones elementales fila que hagamos, siempre resultara otra
columna nula.

En conclusién: nunca habra un pivote en esa columna y por tanto el sistema
siempre es compatible. Si el niimero de pivotes es igual al nimero de varia-
bles, el sistema es compatible determinado con solucién unica trivial (todas las
variables toman el valor nulo) mientras que si el nimero de pivotes es menor,
habra infinitas soluciones y el sistema es compatible indeterminado.

Podemos por tanto clasificar a los sistemas homogéneos como

e incompatibles: aquellos que sélo admiten la solucion trivial.

e compatibles: aquellos que admiten infinitas soluciones.

Al resolver un sistema homogéneo compatible mediante eliminacién gaussiana,
las variables asociadas a las columnas que contienen a los pivotes se denominan
variables dependientes, siendo todas las demas variables independientes.

Podemos despejar, mediante sustitucion regresiva, las variables dependientes
en funcién de las independientes. Las infinitas soluciones pueden expresarse
mediante una serie de pardametros, tantos como variables independientes haya.
Veamos un ejemplo:

Ejemplo 2.4 Resolvamos el sistema homogéneo:

2 + y — z + t =
S = r + 2y + z — t =0 (2.4)
3r — vy — 2t = 0
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Como ya comentamos, la matriz ampliada tiene su tltima columna llena de
ceros y éstos permaneceran por muchas transformaciones elementales fila que
hagamos. Asi pues, para resolver sistemas homogéneos mediante escalona-
miento se prescinde de emplear la matriz ampliada y en su lugar tomamos
simplemente la matriz de los coeficientes. Procedemos a escalonar dicha ma-

triz:
2 1 -1 1 1 2 1 -1 1 )
Fo1(—5 Faq (=3
1 2 1 —1 EaA 0 3h 3k —3k a2
3 -1 0 -2 3 -1 0 =2
2 1 -1 1 2 1 -1 1
F2(3)
0 3h 3h =3 | —" | 0 3L 3h =3
0 —5h 3k —T7h 0O 0 4 -6

Aunque el proceso de escalonamiento ha concluido, podemos simplificar algu-
nas ecuaciones aplicando ahora

) 1 -1 1 . 9 1 -1 1
2310 01 1 =1 |2 1o 101 -1
0 0 4 -6 0 0 2 -3

con lo que resulta el sistema equivalente

2t +y — 2z + t =0
S = y + 2z — t =0
2z — 3t =0

Los pivotes se encuentran sobre las tres primeras columnas por lo que to-
maremos como variables dependientes x, y, z, resultando t la tinica variable
independiente.

El sistema homogéneo es compatible; presenta infinitas soluciones que podemos
expresar, paramétricamente, como

x:%)\ y:—%)\ 225)\ t=A
Habitualmente, cuando los calculos se realizan a mano, con objeto de reducir
la cantidad de anotaciones, se realizan transformaciones elementales paralela-
mente a varias filas a la vez. Por otra parte, también es deseable evitar, en la
medida de lo posible, la manipulacion de fracciones. Para ello, realizaremos
transformaciones entre las filas que denotaremos a F; — b F y que represen-
tan el equivalente a dos transformaciones elementales filas consecutivas: F;(a)
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seguida de Fj;(—b). Asi, el procedimiento de escalonamiento de la matriz de
coeficientes, puede expresarme mas abreviadamente

2 1 -1 1 — 2 1 -1 1
1 2 1 -1 2F, — I 0o 3 3 -3 —
3 -1 0 =2 2F; — 3F 0 -5 3 -7 3F3 + 515

2 1 -1 1
o 3 3 -3
0 0 24 -36
Aunque no se sigue el método de Gauss-Jordan en sentido estricto, los sistemas

resultantes también son equivalentes. En nuestro ejemplo, las dos ultimas filas
son proporcionales a las obtenidas anteriormente. O

2.3 Espacios Vectoriales

El estudio de los sistemas de ecuaciones lineales y del conjunto de sus soluciones
nos llevara a definir la estructura algebraica de espacio vectorial. Para ello,
vamos en primer lugar a interpretar los sistemas bajo otra notacion, de tipo
vectorial.

Dado un sistema de ecuaciones lineales

a1 Ty + -+ ax, = by

N
Il

Am1T1 + * F QnTp = bm

podemos escribirlo de la forma:

an ai2 A1n by
| i | Am| |+t =] | =
Qm1 Am2 Qo bm
Tr1aq + Toa2 + e + Tplp = b (25)

donde a; € R™ 1 < ¢ < n representan las columnas de la matriz A, y b € R™
a los términos independientes.

Las columnas a; (1 <1 < n) asf como b se denominan vectores, mientras que
los x; (1 <i <n) se denominan escalares.
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En la expresion ([2.5) existen dos tipos de operaciones:

e Producto de escalar por vector.

e Suma de vectores.

Dichas operaciones verifican las siguientes propiedades:

PROPIEDADES DE LA SUMA DE VECTORES

e Ley de composicion interna:

Ve,ye R" = x+yeR"

Asociativa:

Ve,y,z€e R" = (x4+y)+z=x+ (y+2)

FElemento neutro:

J0eR" talque 0+ =2+4+0 VxeR"

Elemento opuesto:

VeeR" 3 —2z€R"” talque o+ (—z)=(—z)+2=0

Conmutativa:

Ve,y,2z€e R" = z4+y=y+=x

Se dice que el conjunto de los vectores de R™ para la operacién de la suma,
[R™, +], tiene estructura de grupo conmutativo.

PROPIEDADES DEL PRODUCTO POR UN ESCALAR

e Ley de composicion externa:

YVAieR y VzeR" = X eR"

o Asociativa de los escalares:

Va,eR y Ve e R" = «a(fz) = (af)x
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o Distributivas:
alz+y) =ar+ay

Va,eR y Vo,ye R" =
(a+ B)xr = ax + Pz

e FElemento unidad:
VereR" = 1l-z=2a

Se dice que el conjunto de los vectores de R™ para las operaciones de la suma
y el producto por un escalar, [R", +, -], tiene estructura de espacio vectorial.

La definiciéon anterior se puede extender a un conjunto V' diferente de R™.

Definicién 2.1 ESPACIO VECTORIAL

Dado un conjunto V' en el que se han definido dos operaciones, una interna, la
suma, y otra externa, producto por un escalar, verificando las diez propiedades
anteriores, se dice que [V, +, -] es un espacio vectorial real (o sobre R).

Asi, por ejemplo, son espacios vectoriales:

e El conjunto de las matrices cuadradas de orden 3, R3*3, junto a las ope-
raciones de suma de matrices y producto de un escalar por una matriz.

e Los polinomios en una variable z, P[x], junto a las operaciones de suma
de polinomios y producto de un polinomio por un escalar.

e El conjunto de las sucesiones de ntumeros reales, R, junto a la suma
de sucesiones (término a término) y producto de una sucesién por un
escalar (que se realiza, igualmente, término a término).

e El espacio de las funciones, f(x), reales de una variable real, z, definidas
en el intervalo [0, 1], junto a la suma de funciones, que se define como
(f+9)(x) = f(x) + g(z), y al producto de una funcién por un escalar,
definido como (af)(x) = af(x).

(z,y) + (@, y) = (r+2",y + )

e Sien R? consideramos:
{ o(z,9) = (0%, o)

[R?, +, -] es un espacio vectorial sobre R..
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(z,y) + (@, y) = (x+2,y + )

Sin embargo, si en R? consideramos:
a(z,y) = (ax,0)

[R?, + ] mno es un espacio vectorial sobre R

vaque 1-x # x, pues 1-(z,y)=(1-2,0)=(z,0) # (z,y).

La definicién formal de espacio vectorial nos permite pensar en otros entes
como vectores, siempre y cuando la suma y el producto por un escalar cumplan
las 10 propiedades exigidas. Asi, por ejemplo, pueden tratarse como vectores
las matrices, las sucesiones, los polinomios y las funciones, entre otros muchos.

PROPIEDADES DE UN ESPACIO VECTORIAL

Un espacio vectorial real [V, +, :| cumple las siguientes propiedades:

e Los elementos neutro y opuestos son unicos.

Sean 0 y 0’ elementos neutros:
_ / /
it BT
Sean 2’ y 2” opuestos de x.
(@ +2)+2" =2+ (x+2") = 0+2"=2"+0 = 2" =2
e a0 =0 VaecR.
ar=a(r+0)=ar+ald = a0=0
e 0z =0 VxeV.
ar=0+a)r=0x+ar = 0z=0
e ar=0 = a=0 o z=0.

Debemos probar que si ax = 0 y o # 0 entonces ha de ser, necesaria-
mente, r = 0.

ar=0y a#0 = Ja ! : ala=1 =

1

atlar=a0"10 = lz=0 = =0
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sar=ay vy a#0 = z=y.
ar=ay y a#0 = ar+(—ay) =0 =

o lar+a N (—ay) =0 = 2+ (-y) =0 = z=y
cear=0r y r#0 = a=0.

ar=0r y x#0 = ar—fr=0 =

(a—0F)r=0 = a—F=0 = a=p

o (—a)r =a(—z)=—axz.
* (—a)r=(0—a)r =0 —ar=0—ar=—axz.
x a(—r)=a(0—2)=a0 —ar =0— ar = —ax.

2.3.1 Dependencia e independencia lineal

Los siguientes conceptos son fundamentales para el estudio de los espacios
vectoriales, ya que la idea de independencia lineal nos llevara a las definicio-
nes de base, rango, dimension, etc., de capital importancia para dicho estu-
dio. A partir de estos conceptos podremos profundizar en el anélisis de estas
estructuras algebraicas, encontrando formas alternativas de representacion y
caracterizando los posibles subconjuntos del espacio vectorial que conservan
las mismas propiedades.

En lo sucesivo consideraremos un espacio vectorial real cualquiera, [V, +, -]).

Definicién 2.2 [COMBINACION LINEAL DE VECTORES)]

Dados los vectores x; € V. 1 < 1 < n y los escalares a; € R 1 < 1 < n,
se demomina combinacion lineal de los vectores x1, Ta,..., x, € V a toda
expresion del tipo:

n
Q11 + e + - - + T, 0 en notacion abreviada g T,
i=1
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Se dice que x € V' es una combinacion lineal, o que depende linealmente, de
los vectores {xy,..., x,} de'V si existen aq, g, ..., o, € R tales que:

n
r = E ;05
=1

En caso contrario diremos que x es linealmente independiente con los vectores
{z1,..., z,}.
Definicién 2.3 [SISTEMAS LIGADOS Y SISTEMAS LIBRES]

Un conjunto finito de vectores H = {x1, xa,..., xx} siendo H C 'V se dice
que es linealmente dependiente o que forman un sistema ligado, si existen
ay, Qao,..., ap € R, no todos nulos, tales que

n
E Q;x; = X1 + oo + - -+ + oy = 0

i=1

St de cualquier combinacion lineal de ellos igualada a cero
a1 + aoxo + - -+ gz =0

se deduce que oy = ap = - -+ = a,, = 0 se dice que es linealmente independiente
o que forman un sistema libre.

En el caso particular del espacio vectorial (R", 4, -) esta definicién es equiva-

k
lente a decir que el sistema homogéneo E a;x; = 0 es incompatible, es decir,
i=1
solo admite la solucion trivial.
Por tanto, para comprobar si un conjunto de vectores {zy, 2,..., x,} CR"

n

es un sistema libre o ligado, se plantea el sistema de ecuaciones g a;x; =0
i=1
y al resolver,

e si solo admite la solucién trivial < sistema libre.

e si admite solucién distinta de la trivial <= sistema ligado.

También se puede estudiar la dependencia o independencia lineal mediante
escalonamiento o triangularizacion.



Espacios Vectoriales 53

Teorema 2.1 Un conjunto finito de vectores H = {xy, xa,..., zx} es lineal-
mente dependiente si y solo si, al menos, uno de ellos depende linealmente de
los restantes.

Demostracién. Si {x1, z3,..., x;} son linealmente dependientes existe z;
coni=1, 2, ..., ktalque z; = aye1 + -+ 101 + Q1T + - -+ T
En efecto:

Por ser linealmente dependientes existen A;, Xa,..., Az € R no todos nulos

tales que Az + Xoxo + -+ Mexp = 0. Sea A\; #0 1 <14 < k. Entonces

! i1 Ait1 Ak
xi*__xl_”'__x’ifl . —

Ai Ai Ai
Ti =1+ QT + QT + 00+ Q. =

x; es combinacién lineal de los demés.

Reciprocamente, si algin z; es combinacién lineal de los demés, el conjunto
de vectores {x, xa,..., x1} es un sistema ligado. En efecto:

Si x; es combinacién lineal de los demas, implica que
T =oqTy + o+ QT + Qi Ty o ol =

ozttt — 1w it o o =0 —

k
E ajz; =0 con a; = —1 y por tanto {z1,..., z;} es un sistema ligado. m
i=1

Definicién 2.4 Se dice que H C 'V depende linealmente de H C V' si cual-
quier vector de H depende linealmente de los vectores de H'.

PROPIEDADES DE LA DEPENDENCIA LINEAL.

a) Si un conjunto de vectores {x1, xa,..., T} contiene al vector nulo, es
un sistema ligado.

O0zy +0x94+---4+1-0+---+0x;, =0 siendo 1#0.
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b)

Si en un conjunto de vectores {x1, Ta,..., x} hay dos proporcionales
entonces, es un sistema ligado.

v, =kr; = Ox;+---+0x,_1+kx;+ 02,01+ -+ (—k)zj+---+0x;, =0
con k # 0, por lo que {x1, xa,..., zx} es un sistema ligado.

H =A{xy,...,x,.} sistema ligado
= H' sistema ligado
HCH ={x1,...,%0,Tpy1,---, Tk}

Mzy+ -+ MNx, =0 conalgin \; #0 =
Mxy 4o+ ANy +0z00 + -+ 0z = 0 con \; # 0.

Si un vector x es una combinacion lineal de los vectores {1, Ta,..., Tpm}
y cada uno de estos depende linealmente de {y1, yo,..., yr} entonces,
x depende linealmente de {y1, ya,..., Yr}
m m k ko m k
T=> Nw= Y N> gy =Y (O ey =Y By
i=1 i=1 j=1 j=1 i=1 j=1

Un conjunto formado por un unico vector no nulo, es un sistema libre.
r#0y ar=0 = a=0 = {z} es un sistema libre.

Si H ={xy, z9,..., x,} es un sistema libre, cualquier subconjunto no

vacio de H es también un sistema libre.

Sea {x1,..., x.} C{x1,..., z,}.

Si{xy,..., x.} fuese ligado entonces, {x1,..., x,} serfa ligado en contra

de la hipdtesis (ver el apartado c).

Ningin sistema libre puede contener al vector nulo.

Si contuviese al 0, serfa un sistema ligado (ver el apartado a).

2.3.2 Espacios vectoriales de tipo finito

Definicién 2.5 [SISTEMA GENERADOR]

Dado un espacio vectorial V' se dice de que un conjunto finito {uy, ug, ..., u,}

de vectores de V' es un sistema generador si

n
VxEij:Zaiui con o; € K

i=1

donde K representa al cuerpo de definicion (generalmente R o C).
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Un espacio vectorial V' se dice de tipo finito si posee un sistema finito de
generadores.

Evidentemente, el conjunto de generadores de un espacio vectorial no es nico.

Existen numerosos espacios vectoriales que no estan engendrados por un nu-
mero finito de generadores, por ejemplo, el espacio vectorial de los polinomios,
pues cualquier conjunto finito de polinomios {p1(x), pa(x),..., pau(x)}, cua-
lesquiera que sean sus grados, generan a un subconjunto de P[x] pero no a
todo Plx].

Otros espacios vectoriales estan generados por un nimero finito de generado-
res, como por ejemplo R", R™*"™ § P, [z], el espacio de los polinomios de grado
menor o igual que n en la variable x.

Definicién 2.6 [BASE DE UN ESPACIO VECTORIAL)]

Un conjunto B = {uy, ug,..., u,} de vectores de un espacio vectorial V
definido sobre un cuerpo K se dice que constituye una base si es un sistema
generador de V' y ademads es libre.

Teorema 2.2 Todo espacio vectorial V' finito y no nulo posee, al menos, una
base.

Demostracion. Por tratarse de un espacio vectorial de tipo finito, existe un
sistema generador finito H = {uy, ug,..., u,} tal que V.= L(H) y como
V' # {0} uno, al menos, de estos vectores generadores es no nulo, es decir,
existen subconjuntos de H formados por vectores linealmente independientes.

Entre todos estos subconjuntos de H elegimos uno cuyo nimero de vectores
sea maximo. Sea este {uj, ug,..., u,} con 1 <r < ny veamos que constituye
una base.

a) Es un sistema libre por construccion.

b) Veamos que es un sistema generador de V. En efecto: como el conjunto
de vectores {uy, ug,..., u,} es un sistema generador de V', cualquier
vector x € V' es combinacién lineal de ellos.

Como por otra parte, todos ellos son combinacién lineal de los vectores
{uy, ug,..., u,}, cualquier vector x € V puede ser expresado como
combinacién lineal de {uy, wa,..., u,.} (véanse las propiedades de la
dependencia lineal), por lo que es un sistema generador de V.
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Al ser {uy, ug,..., u,} un sistema generador de V' y tratarse de un sistema
libre, constituye una base de V. [

Teorema 2.3 Todas las bases de un espacio vectorial V' poseen el mismo
numero de vectores.

Demostracién. Sean B = {uy, ua,..., u,} y B ={v1, va,..., v,} dos bases
de un mismo espacio vectorial V.

a) Supongamos que n > p

Por ser B’ una base de V, existen «;; € K tales que

U = QU1 + - -+ Q1pUy
Up = Qp1V1 + - -+ QppUp

n

Entonces, como Z)‘iui =0=X\=0 Vi=1, 2,..., npor ser Bun
i=1

sistema libre se tiene que

)\1(0611’01 + -+ Oélp'Up) + -+ )\n(Oénlvl +oee anpvp> =0=

los coeficientes de vy, vy, ..., v, han de ser nulos por ser B’ otra base, y
por tanto
)\10(11 +---+ )\nOCnl =0

My + -+ ApCinp = 0

Como n > p el sistema homogéneo es compatible, por lo que admite
solucién (A1, Ag, ..., A,) distinta de la trivial, lo que contradice el hecho
deque \; =0 Vi=1, 2,..., n.

Deducimos pues que n % p o lo que es lo mismo, que n < p
b) Supongamos que p > n

Un razonamiento analogo al anterior nos conduce a que p ¥ n es decir,
aquen >p

nép}
e n=p
n=p
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El teorema anterior le da sentido a la siguiente definicién:

Definicién 2.7 [DIMENSION DE UN ESPACIO VECTORIAL]

Se define dimension de un espacio vectorial V' de tipo finito y se denota por
dim V' como el nimero de vectores que posee una base cualquiera del mismo.

Definicién 2.8 [COORDENADAS DE UN VECTOR|

Sean B = {u;,ug,...,u,} una base de un espacio vectorial V' y x un vector
cualquiera del espacio.

Por ser B una base sabemos que existen escalares x1,xs,...,r, € K tales que

n
T = g TiU; = LU + Tolo 4+« -+ + TpUy
i=1

A los escalares (x1, xg,..., x,) se les denomina coordenadas o componentes
del vector x respecto de la base B.

Cuando queramos especificar que se trata de las coordenadas respecto a una
determinada base B lo expresaremos escribiendo (z1, Za,..., ).

Teorema 2.4 Las coordenadas de un vector respecto de una base son unicas.

Demostracion. Sea V un espacio vectorial definido sobre un cuerpo K y

consideremos una base B = {uy, ua, ..., u,} de dicho espacio.
n

Ve eV =uz= E x;u; donde (x1, 3,..., x,) son unas coordenadas de x
i=1

respecto de la base B.

Supongamos que existieran otras coordenadas (y1, ¥o,-.., Yn) de x respecto
de la misma base B, es decir

n
Tr = E Yil;
i=1

Entonces, x —z = szuz—z Yy = Z(ﬂﬁz—yz)uz =0y alser {u;}i=1, 2., n

i=1 =1 =1
un sistema libre, z; —y; =0 Vi, porloquez; =y, i =1, 2,..., n.

Es decir, las coordenadas de un vector respecto de una base son unicas. [ |
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Definicién 2.9 [BASE CANONICA]

De entre todas las bases del espacio vectorial (R™, +, -) hay una que recibe el
nombre especial de base canonica y suele denotarse por

e1 = (1,0,0,...,0)

| es = (0,1,0,...,0)
C={e, e..., e,} siendo ,

e, = (0,0,0,...,1)

La demostracion de que realmente constituye una base es trivial, dada la
sencillez en la estructura de sus elementos:

e Se trata de un sistema generador ya que cualquier vector (1, xs, ..., Z,)
puede obtenerse como

xri1€1 + X9 + ... + Tpep

n

e Es un sistema libre de vectores pues de inei = 0 (vector nulo) se
i=1
deduce que

(.171,%2,...,37”):(0,0,...,()) <~ xlzo,xgzo,...,xn:()

Obsérvese que las coordenadas de un vector respecto de la base candnica coin-
ciden con los n valores que componen el vector.

Dado un espacio vectorial V' de dimensién finita, dim V' = n, una vez elegida
una base B para dicho espacio, podemos establecer una relacién de uno a uno
entre los vectores del espacio V' y los del espacio R". Es decir, podemos asociar
(identificar) cada vector de V' con un unico elemento de R™ que representa sus
coordenadas respecto de la base elegida.

Con esta idea, podemos prescindir de trabajar con los vectores originales (ma-
trices, polinomios, funciones, etc.) y trabajar con sus coordenadas.

Teorema 2.5 Fijada una base B en un espacio vectorial V' de dimension n,
el conjunto de vectores {x1,Ta,...,xym} €s un sistema libre si, y sélo si, lo es
el conjunto de sus coordenadas como vectores de R™.
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Demostracién. Sean (1, T, ..., Tym), para i = 1,...,m, las coordenadas
del vector z; € V respecto de la base B = {vy,va,...,0,}.

Xm:ozixi =0 <= Zm:()él(i: xijvj) =0 <= zn:(zm: ozia:ij)vj =0
=1 =1 7=1 j=1 i=1

Dado que B es una base y por tanto un sistema libre, la expresién anterior es
equivalente al sistema

oaxyr + T + ...+ apTy = 0
a1T12 + %oy + ...+ OpTmz = 0
a1 Ty, + ey, + ... + mTpm = 0

que podemos expresar de la forma

T11 T2y Tmi 0
T12 T22 Tm2 0
a . + o . +rtan . =
T1in Ton Tmn O
Asi pues, los vectores {z1, zg, . .., x,} son linealmente independientes si, y sélo

si, lo son los vectores de R™:

{($117$127 . ;%n), (5521,3022, . 7I2n)7 cey (xmlaxm% e 7$mn)} u

Definicién 2.10 Llamamos rango de un conjunto de vectores al mayor nu-
mero de ellos linealmente independientes.

¢ Qué operaciones o modificaciones se pueden realizar en un conjunto
de vectores de forma que no se altere la dependencia lineal, es decir,
sin que se altere su rango?

Proposicién 2.6 Si en un conjunto de vectores {xy, xa,..., Tn} (que dis-
pondremos en forma de matricial como una matriz cuyas columnas son los
vectores x;)

T11 T21 r Tma

T12 T2 ° Tm2
(1 Ty -+ T,) <=

Tin Lo2n *°° Tmn

se aplican transformaciones elementales, su rango no se altera.
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Demostracién. Para transformaciones elementales columna tenemos:

e La transformacién Cj; consiste simplemente en cambiar de orden dos
vectores.

e La transformacion C;(«) (para o # 0) consiste en reemplazar el vector
x; por un multiplo de él, ax;. Obviamente este reemplazamiento no
cambia el nimero de vectores linealmente independientes que existe en
el conjunto.

e Finalmente, la transformacién C;;(a) reemplaza el vector x; por el nuevo
vector v = x; + ax;. Veamos que esto tampoco cambia el nimero de
vectores linealmente independientes:

— Si z; es combinacién lineal de los restantes vectores, x; = 5 ATk,

n
entonces resulta v = z;+ax; = E AT +axj, de donde v también

k=1
ki
es combinaciéon lineal de los restantes.

— Si x; es linealmente independiente de los demads, necesariamente

n
v también pues en caso contrario, si v = x; + ax; = 5 ATk,
k=1

ki
n

despejando x; resulta x; = Z ApTr, —axj con lo que tendriamos que

k=1
ki
x; es combinacién de los demas, lo cual contradice nuestra hipdtesis

de que era independiente de los demas.

Para transformaciones elementales fila:

La dependencia o independencia lineal del conjunto {x, z,..., x,} de
vectores, equivale a la compatibilidad o incompatibilidad del sistema de
ecuaciones lineales homogéneo dado por ayzy + asxs + - - + apx, =0

1T+ Ty =0 T11 o T Qq 0

Q1T1p + 0+ T = 0 Tin °° Tmn Qm 0

Compatibilidad que no se ve alterada al realizar transformaciones ele-
mentales fila. [
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Ello nos lleva a que el rango de un conjunto de vectores se puede calcular
escalonando la matriz A, cuyas columnas son los vectores z;, mediante trans-
formaciones filas o columnas.

Definicién 2.11 [RANGO FILA Y RANGO COLUMNA DE UNA MATRIZ|

Sea A € R™*". Se define rango fila de A y lo denotamos por rgy A como el
rango del conjunto de vectores de R"™ formado por las filas de la matriz A.

Andlogamente, se define rango columna de A y se denota por rg. A como el
rango del conjunto de vectores de R™ formado por sus columnas.

Teorema 2.7 [TEOREMA DEL RANGO|

En toda matriz se verifica que los rangos fila y columna coinciden.

rg; A=rg, A
Demostracion.

a) Sabemos (Proposicién [2.6) que el rango no se altera si realizamos trans-
formaciones filas o columnas.

b) Sabemos (Teorema [1.3))que mediante transformaciones elementales po-
demos reducir la matriz A a una de la forma

L,
0 =D
rg; A=r1g;D=r

=srg, A=1g A=r.

Podemos entonces hablar de rango de una matriz sin especificar si se trata del
rango fila o del rango columna y lo representaremos por rg A.

Por otra parte ha quedado demostrado que el rango de una matriz coincide
con el nimero de pivotes en cualquier forma escalonada obtenida a partir de
dicha matriz.

Corolario 2.8 FEl rango de una matriz coincide con el de su traspuesta.

rg A =rg AT



62 Sistemas de ecuaciones lineales. Espacios vectoriales.

Demostracion.
rg AT = rngT =1g, A=1gA
Teorema 2.9 Dadas las matrices A € R™*P y B € RP*" se cumple que
rg AB <rgArgB
verificindose ademds que
rg AB < min{rg A, rg B}.

Demostracion. Cualquier columna de la matriz C' = AB es una combinacién
lineal de los vectores columna de la matriz A.

P P
E Amibin - - E Apibin
i=1 i=1

Fijandonos ahora en la primera columna de C' = AB observamos que
a11b11 + a12b91 + - - - + a1pbp ail aip
: =bn : + by
m1b11 + Amabar + - -+ Appbpr am1 Amp
es decir, las columnas de C' = AB son combinaciones lineales de las de A, por
lo que
rg, AB<1g, A <= 1rgAB <rgA (2.6)
Anélogamente, fijaAndonos en la k-ésima fila de C' = AB observamos que
(aklbll + -+ akpbln te aklbln + -+ akpbpn) =
o akl(bn ... bln) 4+ .4 a’k’p<bp1 ... bpn)
es decir, es una combinacién de las filas de B y por tanto,

rg; AB <rg; B <= 1gAB <1gB (2.7)

Fijdndonos ahora en las ecuaciones (2.6 y (2.7) deducimos que
rg AB < min{rg A,rg B}.
Ademds, observando que rg AB < [rg AB]*> = rg ABrg AB < rg Arg B pode-

mos asegurar que
rg AB <rgArgB u
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2.4 Variedades lineales

Definicién 2.12 [VARIEDAD LINEAL O SUBESPACIO VECTORIAL)]

Sea (V, +, -) un espacio vectorial y L C V. Decimos que L es un subespacio
vectorial o variedad lineal de V' si L tiene estructura de espacio vectorial para
las mismas operaciones de V' y sobre el mismo cuerpo (K).

Proposiciéon 2.10

Ve,yeL =— z+4+y€eLlL
L subespacio vectorial de V <=
VrelL y Vaoe K = arel

Demostracidn.

e Si L es una variedad lineal de V' es un espacio vectorial, por lo que
Ve,ye L — x+y€eL

Vel y Voe K = axelL

e Reciprocamente, dado que la suma es interna en L C V se verifican
todas las propiedades de la suma y analogamente ocurre con las de la
ley externa, por lo que L tiene estructura de espacio vectorial sobre el
cuerpo K. [ |

Estas dos condiciones podemos refundirlas en una sola:
Corolario 2.11 [CARACTERIZACION]

L es un subespacio vectorial de V' si, y solo si,

Ve,y€ L
Va,[ € K

— ar+pPyel

Ejemplo 2.5
a) L ={x = (r1,79,0) : x1,29 € R} es subespacio vectorial de R3.
b) L={r=(—a,a) : a € R} es subespacio vectorial de R2.

c) L ={r=(a,3a) : a€R} essubespacio vectorial de R?. L
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Definicién 2.13 [VARIEDAD LINEAL ENGENDRADA POR UN CONJUNTO DE
VECTORES]

Sean V' un espacio vectorial real y H C V. Se denomina variedad lineal
engendrada por H y la denotamos por L (H) al conjunto de vectores de V' que
son combinaciones lineales de los vectores de H.

El congunto H es un sistema generador de L (H).

Teorema 2.12 L (H) es una variedad lineal de V.

Tiyeeey Thy Yiy-nnoy Yp € H
Demostracién. z,y € L(H) = existen

a1y, O, /617"'7 ﬁpER

k p
r=Y i y=> By
i=1 j=1

tales que:

de donde
k

k D P
ar+fy=a) ami+BY By =Y (ac)zi+ ) (85)y;,
=1 s j=1

=1

es decir, aw + By es combinacién lineal de x1,..., 2%, vy1,..., yp € H, por lo
que ax + By € L (H) y por tanto, £ (H) es una variedad lineal de V. |
PROPIEDADES

Sea V' € R™ un espacio vectorial y sean H, H' C V. Se cumplen:

e HC L(H).
VeeH como 1eR = 1l-o=2x€L(H) = HCL(H)

e HCH = L(H)CL(H).
k
VeelL(H) = x:Zaixi con v, € HC H =
i=1
k
QU:ZO%%' con ©;, € H = xe€ L(H) = L(H)CL(H)

=1
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e L(L(H))=L(H).
De las dos propiedades anteriores deducimos que

HCL(H) = L£(H)CL(L(H))

Veamos ahora que £ (L (H)) C L(H).

k
Vee L(L(H)) = iU:ZOéﬂ'i con z; € L(H)

=1
p

Z; G,C(H) — T; :Zﬁijazj con xj; € H
j=1

p p

k k p
T = Zai Zﬂijmj = Z(Z aiﬁi]’)x]’ = Z")/j.fﬁj con Iy eH

i=1  j=1 j=1 i=1 j=1

es decir, v € L(H) = L(L(H)) C L(H) y por tanto,

2.4.1 Operaciones con variedades lineales

INTERSECCION

Sea V' un espacio vectorial definido sobre un cuerpo K y sean L; y Lo dos
variedades lineales de V.

L = LN Ly es otra variedad lineal de V
que recibe el nombre de subespacio interseccion.
En efecto:

Vr,ye L yely, = M +puyel
T,y }:>xy 1 T+ py € L

— X+ uy € L1NL
VipeK x,y€L2:>)\x+,uy€L2} " L

Por tanto, L1 N Ly es una variedad lineal de V.

Podemos generalizar diciendo: si L; 2 <17 < n es un conjunto de ¢ variedades

n
lineales de V' entonces, L = ﬂ L; es también una variedad lineal de V.
i=2
Este resultado es facil probarlo utilizando para ello el método de induccién.
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La uniéon de dos variedades lineales no es, en general, otra variedad lineal.

En efecto: sean L; y Lo dos variedades lineales de un espacio vectorial V'
definido sobre un cuerpo K.

rel; o x€ly

Vae,ye LiULy =
y€L1 (0] yGLQ

Supongamos x € Ly ey € Ly (y & Ly, x € Lo). Entonces, x+y & Ly y
x4y & Ly porlo que x+y ¢ L1 U Ly y por tanto, Ly U Ly no es una variedad
lineal.

SUMA

Sean L y Ly dos variedades lineales de un espacio vectorial V' definido sobre
un mismo cuerpo K.

Se define el conjunto suma de L; y Ly como
L:L1+L2:{ZE1+JI2 a1 € Ly y JJQELQ}

L = Ly + Ly es otra variedad lineal de V

que recibe el nombre de subespacio suma.

En efecto:

= €L eL
\V/:L‘,yGL:L1+L2$ i T1+ Ty con xq 1 T2 2
y=y1+y2 con y; € Ly ys € Ly

VA 1€ Kes Ax + py = a1+ 22) + p(yr + y2) = (A1 + pyn) + (Aza + p1yo)

1, Y1 € Ly = Azy + pyy € Ly
Como
T2, Y2 € Lo = Axo + puyanls

Por lo que Az + py = (Azy + pyr) + (Axe + pys) € Ly + Lo = L
Es decir, L = L; + L es una variedad lineal de V.

PROPIEDADES

e Toda variedad L que contenga a L1 y a Lo, también contiene a Ly + Lo
Y viceversa.
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Sea L una variedad que contenga a Ly y a L.

re€ly — x€L

Vzeli+ L, = Z=x+Yy
yeLy = ye€L

y como L es una variedad lineal
r,yelL = z=ax+yecl = L1 +LyCL

Reciprocamente si Ly + Ly C L
Veel, — x=2+0conxe ;06 Ly — L CLi+L,CL
Vyel, = y=0+ycon0elyyely, — Ly CLi+Ly;CL

e [+ Ly es la variedad lineal mads pequena que contiene a las variedades
Ly y Lo.
Sea L = Ly + Ly y sea L' una variedad lineal de V tal que L, Ly C L .
Veamos entonces que L C L.

Veel = v=x1+axoconz) €Ly, 19 €Ly = 1€/, 1€’
y por ser L' una variedad lineal v1 + 2 € ' — x €/ = L C L.

SUMA DIRECTA

Si dos variedades lineales Ly y Lo de un espacio vectorial V' son disjuntas, es
decir, si Ly N Ly = {0} su suma se denomina suma directa y se denota por
Ly @ Ly

Teorema 2.13 Si la suma de dos variedades es directa, cualquier vector de
dicha suma se puede expresar de manera unica como suma de un vector de
cada una de las variedades. Es decir: ¥ x € L = Ly ® Ly = existen unos
unicos vectores x1 € Ly, xo € Lo tales que x = x1 + x».

Reciprocamente si la descomposicion es unica, la suma es directa.

Demostracion. Supongamos que x € L ® Ly admitiese dos descomposiciones

T=x1+2y : T1 € L1 29 € Lo

=T+ Te=Y1 T Yo =TT — Y1 = T2 — Y2
T=yY1+Y2 : Y1 € L1 y2 € Ly
Comoxl—ylGLlny—yQ€L2,$1—y1:$2—y2€L1ﬂL2:{0}:>
T1—yY1=T2— Y2 =0= 21 =Yy, T2 =1
y por tanto, la descomposicion es unica.
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Reciprocamente si la descomposicién es tnica, como

=2+4+0 con z€ L;0€ Ly

VeeliNlo=2=2+0=04+2=>
b =042z con 0€ Ly x € Ly

y al ser tnica la descomposicién x = 0 = L; N Ly = {0}, por lo que la suma
es directa. [ |

2.4.2 Ecuaciones de los subespacios.

Sean V' un espacio vectorial de dimensién n, B = {vy,vs,...,v,} una base de
V', L un subespacio de V' de dimensién r < n 'y B’ = {u1, us, . .., u,} una base
de L.

Definicién 2.14 [ECUACIONES PARAMETRICAS DE UNA VARIEDAD LINEAL)]

Se denominan ecuaciones paramétricas de una variedad L a las relaciones que
ligan las coordenadas de un vector cualquiera x € L respecto de las bases B’
de L yBdeV.

VxEL:x:Z)\iui VxELQVﬁx:ijvj

i=1 j=1
UL, Ugye..oy Up €V = u; = a;01 + QU9+ -+ apv, t=1, 2,..., 1
T = AMui + Atg + -+ - + Ny, = 2101 + ToUg + - + X0, =
A(anvi+ -+ auvn) + - F A (a0 + - F Q) = 2101+ TR0, =
(AMar + -+ Aag)vr + -+ (Aaps + -+ ANy )V = 2101 + -+ Ty
y al ser unicas las coordenadas de un vector respecto de una base, se tiene:
T = Mai + -+ Aagy
Ecuaciones paramétricas de L.

Ty = )\1an1 + -+ /\ranr

Se trata pues, de un sistema de n ecuaciones con r incognitas siendo r < n.

Definicién 2.15 [ECUACIONES IMPLICITAS DE UNA VARIEDAD]

Si en el sistema anterior eliminamos los pardmetros A1, Mo, ..., A, se obtie-
nen las denominadas ecuaciones implicitas de la variedad lineal L.
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Visto de otra forma, un vector (zq,xs,...,2,) pertenece a la variedad L si,
y sélo si, el sistema anterior es compatible determinado en los parametros
{A1,..., A\ }. Por tanto, si escalonamos la matriz ampliada del sistema, no debe
haber pivotes en la tltima columna. Al igualar a cero esos pivotes obtenemos
las ecuaciones implicitas de L.

Ejemplo 2.6 Para hallar las ecuaciones paramétricas e implicitas de la varie-
dad L de R® engendrada por los vectores

(1,2,1,0,0), (0,—1,1,1,0), (1,0,—1,0,1), (1,1,2,1,0)
que expresaremos poniendo

L =<(1,2,1,0,0), (0,—1,1,1,0), (1,0,—1,0,1), (1,1,2,1,0) >

Determinamos, en primer lugar, una base de L.

1 2 1 0 0 1 2 1 0 0
0 —1 1 1 0 — 0 —1 1 1 0 —
1 0 -1 0 1| Fg(=1) |0 =2 =2 0 1| Fp(-2)
1 1 2 1 0) Fu(-=1) \0 -1 1 1 0/ Fp(-1)
1 2 1 0 0
0 -1 1 1 0
0 0 —4 -2 1
o 0 0 0 O
por tanto, una base de L es B = {(1,2,1,0,0),(0,—1,1,1,0),(1,0,—1,0,1)}

y dim L = 3. Debido a ello, cualquier vector z € L puede expresarse de la
forma:

r = ($1,$2,$3,$4,ZE5) = )\1(1, 2, 1, 0,0) + )\2(0, —1, ]_, 1,0) + )\3(1,0, —1,0, 1)

de donde
T = A+ A3 )
To = 2M| — Ay
r3 = A1 + Ay — A3 , Ecuaciones paramétricas de L.
Ta = Aoy
Ts = M3
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Obsérvese que las ecuaciones paramétricas no son tunicas, dependen de las
bases elegidas. Por ejemplo, otra base de L esta formada por las filas no nulas
y finales de la matriz escalonada resultante:

B ={(1,2,1,0,0),(0,-1,1,1,0),(0,0,—4,—2,1)},

por lo que podemos elegir libremente la base que mejor nos convenga. Vamos
a hallar ahora unas ecuaciones implicitas a partir de las anteriores ecuaciones
paramétricas:

1 0 1 z 1 0 1 1
2 —1 0 x9 — 0 —1 —2 x9—214 —
1 1 =1 a3 | Fu(—=2) [ O 1 =2 z3—m F3(1)
0 0 x4 F5(-1) 0O 1 O Ty Fi2(1)
0 0 1 =z 0O 0 1 Ts
1 0 1 1
0 -1 -2 Ty — 211 —
0 0 —4 —3x1+x9+ 23 2F, + I3
0 0 2 —2z14+x0+ 14 4F5 + F3
0 0 1 Ts
1 0 1 Ty
0 -1 -2 Ty — 211 —Tx1+ 329+ 23+ 224 =0
0 0 —4 =31 + 29 + 23 =
0 0 0 —7z 433+ 23+ 22y —321 + T2+ 23+ 4w =0

0 0 0 —3$1 + X9 +I‘3—|—4l‘5

Estas dos tltimas son unas ecuaciones implicitas de L. 0

Analicemos una forma alternativa de resolver el ejercicio anterior. Puesto que
el objetivo del primer escalonamiento en el ejercicio es sélo determinar vectores
linealmente independientes en L, podemos ahorrar esfuerzos y pasar directa-
mente al segundo escalonamiento para hallar simultdneamente las ecuaciones
implicitas y una base de L. Basta tomar desde el principio todos los vectores
generadores de L:

1 0 1 1 x 1 0 1 1 1

2 —1 0 1 x5 — 0 -1 -2 -1 z9—213 —
1 1 -1 2 a3 | Fu(=2)] 0 1 =2 1 x3—x F3(1)
0 1 0 1 z4 | Fn(-1)] 0 0 1 T4 Fip(1)
0 0 1 0 =z3 0o 0 1 O T
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1 0 1 1 X
0 -1 -2 -1 Ty — 211
0 0 —4 0 —-3z1+z9+ 23 —
0 0 2 0 —2x1+ 29+ 24 2F, + F3
O 0 1 0 x5 4F5 + F3
1 0 1 1 1
0 -1 -2 -1 To — 21
0 0 —4 0 =31 + 29 + 23
0O 0 O 0 —7x1+4+ 310+ 23+ 214
0O 0 O 0 —3x1+ 2o+ x5+ 4a5

Como puede observarse se han obtenido las mismas ecuaciones implicitas para
L. Por otra parte, puesto que los pivotes del escalonamiento se encuentran
en las tres primeras columnas de la matriz, una base de L estd formada por
los tres primeros vectores del sistema generador inicial. Esto nos llevaria a
construir las mismas ecuaciones paramétricas que en la resolucion anterior.

ECUACIONES DEL SUBESPACIO SUMA

Sean dos subespacios vectoriales L; y Lo de un mismo espacio vectorial V' y
supongamos que disponemos de una base para cada uno de los subespacios:
By = {uy,us,...,u,} base de Ly y By = {vy,vs,...,vs} base de Ls.

Queremos caracterizar el subespacio suma L + Lo, proporcionando sus ecua-
ciones.

Seax € L1+ Ly = x=ux1+x9 con x; € L;. De donde resulta que

T S
T=T1+ Ty = g o+ E Biv;
i=1 j=1

es una combinacion lineal de los vectores {uy, ua, ..., up, vy, Vg, ..., Us}.

Tenemos por tanto un sistema generador de L + L sin méas que unir las dos
bases.

A partir de este sistema generador podemos eliminar vectores linealmente de-
pendientes y obtener una base de B de Li + Ls.

Con esa base, ya sabemos como obtener las ecuaciones paramétricas e impli-
citas que caracterizan al subespacio suma.
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ECUACIONES DEL SUBESPACIO INTERSECCION

Sean dos subespacios vectoriales L; y Lo de un mismo espacio vectorial V.
Supongamos que disponemos de unas ecuaciones implicitas para cada uno de
los subespacios, referidas a una misma base del espacio V:

anry + apre + ... apr, = 0
211 + Q22T2 + ... QAop,Typ =
L1 .
anry + apore + ... Qr, = 0
bllfﬂl —+ blgiL'Q 4+ ... blnxn = O
b21231 + bQQIQ + ... anZEn =0
L2 .
bslxl —+ bsgl’g + ... bsnxn =0

Queremos caracterizar el subespacio interseccion L; N Lg, proporcionando sus
ecuaciones.

Sea x € L1 N Ly. Como x € L;, i = 1,2 entonces ha de verificar las ecuaciones
implicitas de ambos subespacios. Tenemos entonces un nuevo sistema for-
mado por la unién de los dos sistemas de ecuaciones anteriores. Si obtenemos,
mediante escalonamiento, un sistema equivalente al anterior, las nuevas ecua-
ciones no nulas del sistema resultante constituyen unas ecuaciones implicitas
del subespacio intersecciéon Ly N Ly. A partir de tales ecuaciones implicitas
podemos obtener, resolviendo el sistema, una base del subespacio y con ésta,
unas ecuaciones parameétricas.

Ejemplo 2.7 Consideremos los subespacios vectoriales
L, =< (1,1,0,1),(0,1,1,0) > y L, =< (1,0,0,0),(0,1,0,1) >

Hallar bases, ecuaciones paramétricas y ecuaciones implicitas de las variedades:
Ll, LQ, L1 N L2 y L1 + L2.

Calculamos en primer lugar unas ecuaciones implicitas de Ly:

1 0 — 10 T 10 T

11 z | Fn(—=1)| 01 29—ax — 01 To — T

0 1 x5 01 T3 Fp(=1)| 0 0 23—20+ 1
1 0 x4 ) Fu(=1) \ 0 0 =4 — 1 00 Ty — T
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. . , . T, — T +x3 =0
Las ecuaciones implicitas de L; son
T1 — Ty = 0

Como los pivotes se encuentran sobre las dos primeras columnas, los dos vec-
tores del sistema generador de L; son linealmente independientes y por tanto
constituyen una base de L;. A partir de esta base obtenemos las ecuaciones
paramétricas

T =\
. L To=MAN+ A
Las ecuaciones paramétricas de L; son g ! g
T3 = A
Ty =N
De manera analoga, para Lo tenemos:
10 T 10 T
0 1 ) - 0 1 i)
0 0 I3 0 0 XT3
0 1 Ty F42(—1) 0 0 Ty — T2
T3 = 0

Las ecuaciones implicitas de Ly son
To—x4 =0

Como los pivotes se encuentran sobre las dos primeras columnas, los dos vec-
tores del sistema generador de L, son linealmente independientes y por tanto
constituyen una base de Ls. A partir de esta base obtenemos las ecuaciones
paramétricas

T = )\1
. iy Ty = Ay

Las ecuaciones parametrlcas de L2 son
Ty = )\2

El subespacio interseccién, L; N Ly, viene determinado por las ecuaciones

Ty — X9 + X3
- + x4 =
LiNLy: ! !
ZT3 =

o O O O

— I3 + 24
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Si escalonamos dicho sistema resulta:

1 -1 1 0 — 1 -1 1 0
~1 0 1| F@ [0 -1 1 1 —
0 0 1 0 0 0 1 0
0 -1 0 1 0 -1 0 1/ Fp(-1)
1 -1 1 0 1 -1 1 0
0 -1 1 1 0 -1 1 1
0 0 1 0 — 0 0 1 0
0 0 -1 0/ Fg1) \o 0 0 0

Ty — T+ Ty = 0
Las ecuaciones implicitas de L1 N Ly son ¢ z9 — 23 — 24 = 0

Resolviendo el sistema, tenemos z3 = 0, 1 = x5 = 24.

T = A
. L. To = )\
Las ecuaciones paramétricas de L; N Ly son
T3 =
Ty = A

Finalmente, un sistema generador de Ly + Ly esta formado por la union de las
bases de Ly y Lo. A partir de éste, obtenemos las ecuaciones implicitas:

1010 = — 1 0 1 0 1
1101 Fy(—1) 0 1-1 1 x9—m —
0100 =3 0O 1 0 0 T3 Fs(—1)
1001 a4 Fyu(-1) 0 0-1 1 z4—m
1 0 1 0 Ty 1 0 1 0 T
0 1-1 1 Ty — I 0 1-1 1 Ty — T
0 0 1—-1 x23—2942x — 0 0 1—-1 z3—a9+ 21
0 0-1 1 Ty — T Fi3(1) 0 0 0 0 x44+x3—129

La ecuacién implicita de L + Ly es: 19 — 23 — x4 = 0.
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Como los pivotes se encuentran en las tres primeras columnas de la matriz,
una base de L; 4+ Lo esta formada por los tres primeros vectores del sistema
generador: {(1,1,0,1), (0,1,1,0), (1,0,0,0)}. Por lo que

T = A+ A3
. Lo To = A+ Ao
Las ecuaciones paramétricas de L1 + Lo son
T3 = Ao
Ty = /\1 OJ

2.5 Propiedades de los espacios vectoriales de
tipo finito.

Sea V' un espacio vectorial de tipo finito con dim V' = n.

Teorema 2.14 Todo subespacio propio H de V' (H C 'V siendo H # V') tiene
dimension menor que la de V.

Demostraciéon. dim H < dim V' ya que si V tiene dimensiéon n, no podemos
encontrar n + 1 vectores linealmente independientes. Veamos entonces que si
H es un subespacio propio de V' es dim H # dim V.

H subespacio propio de V.= 3 x € V : x & H. Si{uy, ug, ..., u}
es una base de H, H' =< wuq,us,...,uy,x > es otro subespacio de V con
dimH =k+1

dimV >dimH' >dimH = dimV > dim H

Por tanto, la dimensiéon de H es estrictamente menor que la de V. [ |

Teorema 2.15 [AMPLIACION DE UNA BASE]
Dado un conjunto de vectores linealmente independientes
{ulu Uy - -+, uk:}

siendo k <n =dimV, se pueden encontrar n — k vectores g1, Ugio, ..., Uy
tales que el conjunto {uy, ..., ug, Uki1,..., Uy} constituya una base de V.

Demostracién. {u;, us,..., ux} genera un subespacio de V' de dimensién
k<n H =<u,us,...,u; > es decir, H; es un subespacio propio de V' por
lo que existe, al menos, un vector ug,q € V' tal que upy1 & Hi.
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{uy,..., ug, ugs1} es un sistema libre (ya que ux,; ¢ H) que genera a la
variedad Hy =< uq, ..., ug, ugr1 >, que es otro subespacio de V' de dimension
k+ 1.

e Si k+ 1 =n queda probado el Teorema.

e Si k+ 1 < n Hy es un subespacio propio de V por lo que existe otro
vector ug.o & Hy y hacemos un razonamiento analogo al anterior.

Este proceso podra continuarse n — k veces, por lo que podran encontrarse los

n — k vectores indicados. [ |
Teorema 2.16 Si {uy,...,u;,v1,...,0,} es un sistema libre, los subespacios
Hy, y Hy dados por Hy =< uy,...,u, >y Hy =<vy,...,v, > son disjuntos,

es decir, Hy N Hy = {0}.

T
erlﬁw:Zaiui

=1

Demostracién. ¢ € H; N Hy = p
$EH2:>$:ZQJ"U]'

j=1
T p

Ozx—a::Zaiui—Zﬁjvjycomo {uy, ..., uy, v1,..., v,} es un sistema
i=1 j=1

libre, y = =a, =0 =---=0,=0=2=0= H NHy, = {0} [

Teorema 2.17 St Hy y Hy son dos subespacios de V', se verifica que

Demostracién. Sea {ui, us,..., u,} una base de H; N Hy y ampliémosla
hasta obtener una base By = {u, us,..., U, a1,..., a,_,} de Hy y otra base
de By = {uy, ug,..., Up, by,..., by} de Hs.

Veamos que B = {uy, ug,..., Up, G1,..., Gpr, by,..., by_,} es una base de
H, + H,.

a) B es un sistema libre ya que

o By ={uy,us,...,uay,...,a, .} lo es por ser una base de Hj.
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e Los vectores by, ..., b,_, son linealmente independientes con los de
B1 ya que de lo contrario, existiria algiun b; dependiente de ellos es
decir, bl € Hl-

bi - H1
— bl € L1 N LQ
b; € H
por lo que b; seria combinacion lineal de uq, ..., u, y

BQ = {u17u27'"7u7‘7b17"'7bm77’}

no serfa un sistema libre, lo que contradice el hecho de ser una base
de HQ.

b) B genera a H; + Hy ya que
Vee HH+H, — rz=u+v con ue HH ve Hh —

U= QU + -+ Uy + Qpp1Q1 + -0+ Qplpy
v = ﬁlul + - +6rur +ﬁr+1b1 + - +6mbm—r

T = Z(ai‘l'ﬂi)ui"‘ Z_: a;a; + 2_: Bib; =

=1 i=r+1 i=r+1

B=Auy,..., up, ai,..., ap_p, by,..., by_,} generaa H;+ H.

Al ser B un sistema libre y generador de H; + Hs, es una base, por lo que
dim(Hy + Hy) =r+ (n—7r)+(m —71) =n+m —r es decir

dim(H; + Hs) = dim Hy + dim Hy — dim(H; N Hy) -

Teorema 2.18 [VARIEDADES COMPLEMENTARIAS|

Si Hy y Hy son dos subespacios complementarios de un espacio vectorial V,
es decir tales que Hy + Hy =V 'y Hy N Hy = {0}, se verifica que

dimV = dim H; + dim H,
Demostracién. Hy N Hy = {0} = dim(H; N Hy) =0
V =H;+ Hy, = dimV = dim(H; + H) por lo que

dimV = dim H; + dim Hy — dim(H; N Hy) = dim H; + dim Ho -
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2.6 Cambio de bases

Sea V' un espacio vectorial finito y consideremos dos bases cualesquiera
B={uy, ug,..., u,} y B ={v1, va,..., v,} del espacio V.

Se llaman ecuaciones de cambio de bases en V' a las relaciones que ligan las
coordenadas de un mismo vector x € V respecto de las bases By B'.

T = Z Aitt; = (A1, ..., An)z coord. de z respecto a B
i=1

VeeV =
T = Z,Uﬂ)i = (M1, -5 fin), coord. de x respecto a B
i=1
Como B’ = {vy, v, ..., v,} C V podemos expresar cada uno de los vectores de
B' en funcién de la base B, es decir, (a1, agj, ..., ay;), serdn las coordenadas

de v; respecto de la base B.

T = Z )\Zuz = Zujvj = ZILL] <Z aijui) = Z (Z aij,uj> U; —
i=1 j=1 j=1 i=1 1 \j=1

i=

n
)\ZZE Qi g Z:L 2,...,71
Jj=1
o en forma matricial,

A aip - Qip 251

= : S : es decir xy, =P, x

/\n Qp1  * Qnn Hn

donde Pgp € R™™ es la matriz del cambio de bases, llamada también matriz
de paso, x4 es el vector de coordenadas referido a la base B y z, el vector de
coordenadas referido a la base B'. Obsérvese que las columnas de la matriz
P . estdn formadas por las coordenadas de cada vector de B’ respecto de la

base B.

Veamos dos propiedades interesantes de las matrices de paso:

e P . es una matriz reqular ya que sus columnas son las coordenadas de
los vectores de una base y éstos son linealmente independientes.
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e (P, )" = P_, . Puesto que las coordenadas de un vector respecto de

una base son tnicas, tenemos:

s =P, 1, = x,=(P,) 'z

55l 5B s Dor ser matriz regular }

x, =P_. x, ecuacién del cambio de B a B’
<PB’B)71 = PBB’

Ejemplo 2.8 Considérense las bases de R*
B: {Ul, U2, U3, U4} y B/: {Ula V2, U3, U4}

donde v1 = uy — 2uo + U3 , Vo = Up — U3, U3 = U + Uy , Vg = Us + U3.

Dado que
v = Uy — U +uz —> (1, 2,1,0)
Vo = Uy — U3 — = (1, ,0) s
U3 = Uy + Uy — (0,1,0 1)
Vg = Uy + U — =(0,1,1,0),
y la ecuacion matricial del cambio de base = P, x, viene dada por
Ty 1 0 0 )
| | -2 0 1 1 x
T3 1 -1 0 1 xlh
Ty 0O 0 1 0 )

Si x tiene de coordenadas (1,2,0,—1),, sus coordenadas respecto de la base
B’ las calcularemos resolviendo el sistema

1 1 1 0 0 )
2| | -2 o 1 1 v
0 1 -1 0 1 il
~1 0 0 1 0 )
! 11 0 0\ YA
@l -2 0 1 1 2 | 3/y
o | 1 -1 0 1 o] | -1
) 0 0 1 0 —1 2

Es decir, las coordenadas de x respecto de la base B’ son

T = (_1/27 3/27 -1, 2>B/
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Las coordenadas, respecto de la base B del vector x que respecto a la base B’
tiene coordenadas x = (0,0, —1,1) » vendran dadas por

7 1 1 0 0 0 0
x| | -2 0 1 1 ol 0
s | 1 -1 0 1 -1 | 1
T4 0 0 1 0 1 ~1

Es decir, las coordenadas de x respecto de la base B son

x=(0,0,1,-1), ]

2.7 Espacios fundamentales asociados a una
matriz.

Generalmente los subespacios vectoriales pueden ser descritos de dos formas:
dando un conjunto de vectores que generen a dicho subespacio, tal como sucede
con el espacio columna (o el espacio fila) de una matriz, donde se especifican
las columnas (o filas) o dando una lista de restricciones que debe cumplir
el subespacio, es decir, en lugar de dar los vectores que lo generan, dar las
propiedades que deben cumplir. Por ejemplo, el espacio nulo de una matriz
A consta de todos los vectores que verifican Ax = 0 donde cada una de las
ecuaciones de este sistema representa una restriccion.

En el primer tipo de descripciéon puede haber filas o columnas combinaciones
lineales de las demads y por ello, no seria necesario darlas para definir al su-
bespacio. En la segunda, pueden existir restricciones a las que les ocurra lo
mismo, es decir, que puedan evitarse por estar implicitamente exigidas en las
deméas. En ambos casos es dificil dar una base a simple vista, siendo necesario
un procedimiento sistemaético.

La idea consiste en dar una base para cada uno de los subespacios asociados a
una matriz A a partir de una matriz escalonada U, obtenida por eliminacién
gaussiana.

2.7.1 Espacio columna de A. [R(A)].

Definicién 2.16 [ESPACIO COLUMNA DE UNA MATRIZ A|

Se denomina espacio columna de una matriz A € R™*"™ y se denota por R(A)
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al espacio generado por las columnas de dicha matriz.
R(A) =< aj,ag,...,a, >

donde a; representan las columnas de la matriz A

Es frecuente denominarlo recorrido de A siendo consistente con la idea usual
de recorrido de una funcién f como el conjunto de todos los posibles valores
de f(z). Si f(x) estd definida, = estd en el dominio y f(z) es el recorrido.

En nuestro caso, el dominio de la funcién f(x) = Az consta de todos los
vectores x € R" y su recorrido, de todos los posibles valores Ax. En definitiva,
los valores b para los que puede resolverse Ax = b.

El problema que pretendemos resolver es encontrar una base de R(A) asi como
su dimension.

Para calcular su dimensién podriamos escalonar la matriz A mediante trans-
formaciones elementales fila (eliminacién gaussiana) y contar el nimero de
pivotes no nulos. Ahora bien, al realizar dichas transformaciones estamos sus-
tituyendo coordenadas de los vectores columna por combinaciones lineales del
resto de sus coordenadas, por lo que las columnas linealmente independien-
tes de la matriz escalonada U no se corresponden con una base del espacio
columna de A.

R(A) # R(U) aunque dim R(A) = dim R(U)

Sin embargo, las columnas de la matriz A correspondientes a las columnas de
la matriz U en las que se encuentran los pivotes no nulos constituyen una base
del espacio columna de A.

Ejemplo 2.9
1 3 3 2 1 3 3 2 1 3 3 2
A= 26 95/—|0031[|—]10031]|=U
-1-3 3 0 00 6 2 00 00

Dado que los pivotes no nulos de la matriz U se encuentran en la primera y la
tercera columnas, dichas columnas de la matriz A constituyen una base de su
espacio columna.

BR(A) = {(17 27 _1>7 (37973)} y dim R(A) =2
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Obsérvese que el espacio columna de U esta generado por los vectores

BR(U) = {(17 L, 0)7 (3’ 3, 0)}

por lo que la tercera coordenada de cualquier vector de R(U) es nula y por
tanto
(1,2,—1) € R(A)

o) g m) } — R(A) # R(U) -

2.7.2 Espacio fila de A: [R(AT)].

Definicién 2.17 [ESPACIO FILA DE UNA MATRIZ A|

Se denomina espacio fila de una matriz A € R™ " y se denota por R(AT) al
espacio generado por las filas de dicha matriz.

RAYY =< fi, for. o [0 >

donde f; representan las filas de la matriz A

Al aplicar la eliminacion gaussiana a una matriz A se produce una matriz esca-
lonada U. El espacio fila de U o espacio generado por las filas de U, se obtiene
directamente. Su dimension es el nimero de filas linealmente independientes
y las filas no nulas constituyen una base.

El espacio fila de A tiene la misma dimension que el de U asi como la misma
base, pues las transformaciones elementales filas no alteran el espacio fila, ya
que cada fila de U es una combinacion lineal de las de A por lo que el nuevo
espacio fila estda contenido en el primitivo. Como cada paso puede anularse
al mismo tiempo mediante una transformaciéon elemental inversa, el espacio
original esta contenido en el nuevo espacio fila.

R(A)=R(U) y dimR(A)=dim R(U)

Ejemplo 2.10 El espacio fila de la matriz A del Ejemplo tiene dimension
2 y una base viene dada por

Brary ={(1,3,3,2),(0,0,3,1)} dJ

Obsérvese que el espacio fila de una matriz A coincide con el espacio columna
de AT.
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2.7.3 Espacio nulo de A: N(A).

Definicién 2.18 Se denomina espacio nulo de una matriz A € R™" a la
variedad formada por todos los vectores x € R" tales que Ax = 0.

Cuando hemos definido los espacios fila y columna de una matriz A hemos
dicho que eran los espacios generados por las filas y las columnas de A respec-
tivamente, es decir, son espacios vectoriales por definicién.

No ocurre lo mismo cuando definimos el espacio nulo, ya de la definicién nos
lleva a preguntarnos

. Constituyen un espacio vectorial los vectores de R™ tales que Ax = 07

Sean z,y € N(A) es decir, dos vectores tales que Az =0y Ay = 0.

Para cualesquiera que sean \, u € R, el vector Az + py verifica que
Adr + py) = Mz + pAy=X-0+p-0=0

es decir, Ax 4+ py € N(A) y, por tanto, N(A) es una variedad lineal de R™.

El propésito original de la eliminacién gaussiana es el de simplificar un sistema
de ecuaciones lineales haciéndolo méas manejable y sin alterar sus soluciones.

Dado el sistema Az = 0 y mediante eliminacién obtenemos Uz = 0 siendo el
proceso reversible y por tanto,

De las m ecuaciones del sistema Ax = 0 sélo r < m de ellas seran indepen-
dientes y se corresponderan con las r-filas no nulas de U. Dichas ecuaciones
constituyen las ecuaciones implicitas de N(A), por lo que dim N(A) =n —r.

El sistema Uz = 0 equivalente a Ax = 0 tendra n — r variables libres corres-
pondientes a las n — r columnas de U sin pivotes.

Dando alternativamente los valores 1 y 0 para cada una de las variables libres y
resolviendo Uz = 0 para las restantes variables, mediante sustitucion regresiva
obtenemos los (n — r)-vectores que forman una base de N(A).

Ejemplo 2.11 Para hallar una base del espacio nulo de la matriz del Ejem-
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plo habiamos visto que

133 2 133 2 =
U=lo0o03 1| = Ur=0< |00 31 2oy —
0000 0000 3

Ty

Ty + 3y + 323 + 224 =0

Las ecuaciones implicitas de N(A) son
3:153 + x4 = 0

que, tomando a x5 y a x3 como variables libres, pueden ser escritas de la forma

—1 —_3
2 } — U } — (—3,1,0,0)

Ty = —313 } . r3=0 rp= 0

113:1 1‘4:—3 R

por lo que una base del espacio nulo de A es

Bnay = {(-3,1,0,0),(3,0,1,-3)} U

2.8 Teorema de Rouche-Frobenius

Consideremos el sistema de ecuaciones lineales no homogéneo

a11T1 + -+ ATy = bl

W
Il

= Az =0

Am1T1 + -+ QG Ty, = bm

donde A € R™*", 7 € R, b € R™¥L,

Se denomina matriz ampliada con los términos independientes y se denota por
(A]b) a la matriz
aip o Ay b

(Alb) =

m1 - Qmn bm
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Teorema 2.19 [TEOREMA DE ROUCHE-FROBENIUS]

a) El sistema Az = b es compatible si, y sdlo si, rg A = rg(Alb).

a.1) Si b =0 el conjunto de soluciones de Ax = 0 constituye un subes-
pacio vectorial de R™. El espacio nulo de A, N(A).

a.2) Sib+# 0 el conjunto de soluciones, en caso de existir, es de la forma
x1 + N(A) donde x; es una solucion particular de Ax = b.

b) SirgA=r = dimN(A)=n—r.
Demostracién.

a) Si Az = b tiene solucién, equivale a que b es una combinacién lineal de
las columnas de A, es decir, al anadir a la matriz A la columna b, no se
altera su rango y por tanto rg A = rg(Alb).

a.1) El espacio nulo ya henos visto que es una variedad lineal de R™.

a2) Av=>b, Av;, =b = Alx —o) =Ar— Ay =b—-b=0 =
r—1x € N(A) = z€x,+ N(A).

b) rg A = r equivale a decir que el sistema Ax = 0 posee n — r variables
libres, es decir, que dim N(A) =n —r. |

OBSERVACIONES

e De a) se deduce que Az = b es incompatible si, y sélo si, rg A # rg(A|b)
e De b) se deduce que

—1gA=r=n = dimN(A) =0y por tanto el espacio nulo esta
formado sélo por la solucion trivial.

* Kl sistema homogéneo Ax = 0 es incompatible.

* El sistema completo Az = b es compatible determinado (admite
solucién tnica).

—1gA=r<n = dimN(A)#0

* El sistema homogéneo Ax = 0 es compatible.

* El sistema completo Az = b es compatible indeterminado (ad-
mite infinitas soluciones).
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2.9 Ejercicios resueltos

1 2
Ejercicio 2.1 Sea A = ( ) Se pide:
3 m

a) Encontrar m para que existan matrices cuadradas B y no nulas tales que
A-B=0.

b) Probar que el conjunto de todas estas matrices B, es una variedad lineal
de las matrices cuadradas de orden 2.

SOLUCION:

a) Para que existan dicha matrices debe verificarse que
3 m by )\ 0O
1 2 b
un by _ (00 .
3 m b21 b22 0 0

1 2 bio \ [ 0
3 m b22 N 0
Ambos sistemas seran compatibles si

=0 = m=6

1 2

3 m

e incompatibles si m # 6, por lo que sélo ezistirdan matrices B no nulas
st m = 6.

b) Sean By y B, dos matrices cuadradas de orden dos tales que
AB; = AB, =0
Para cualesquiera que sean A, i € R se tiene que
AABy + uBy) = AMAB +piBo =X -0+ p-0=0

por lo que AB; + 4By es una matriz del mismo tipo y, por tanto, dichas
matrices constituyen una variedad lineal de las matrices cuadradas de
orden 2. [ |

Ejercicio 2.2 Se dice que una matriz M € R?**3 es mdgica si las ocho sumas
siguientes son iguales:

3 3 3
Yy (j=1,2,3) D aiy (i=1,2,3) > a; ai3 + ags + az
i=1 j=1 i=1
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Designando por s el valor de estas sumas y por M(s) a las matrices corres-

pondientes:

a)

b)

Probar que las matrices magicas de orden 3 (cualquiera que sea s € R)
constituyen una variedad lineal de R3*3.

Construir todas las matrices méagicas antisimétricas, asi como todas las
simétricas.

SOLUCION:

a)

Basta observar que si A es una matriz magica de suma s y B otra de
suma t entonces oA + B es una de suma as + (t, por ejemplo, para la

suma
3

3 3
Z(aaij + ﬁbz]) = aZaij + BZ[)” = as + ﬁt
=1 =1

i=1
por lo que las matrices mdgicas de orden 3 constituyen una variedad
lineal de las matrices cuadradas de orden 3.

Si A es simétrica s6lo debemos calcular los 6 elementos de su triangular
superior (los otros 3 son simétricos de los que obtenidos).

Al ser las sumas de las filas las mismas que las sumas de las columnas
por simetria, nos quedan 5 ecuaciones con 6 incognitas que resolviendo
el sistema nos dice que las matrices simétricas magicas de suma s son
las de la forma
28/s — a 5/3

a 5/3 2/3 — v

5/3 28/a — (v Q
En el caso de las antisimétricas y dado que cualquier matriz antisimétrica
tiene nulos los elementos de su diagonal principal se tiene que

S:CL11+CL22+CL33:O

es decir sélo existen matrices mégicas antisimétricas del tipo M (0) que
seran de la forma

0 —a «

« 0 —«

—Q « 0



88 Sistemas de ecuaciones lineales. Espacios vectoriales.

Ejercicio 2.3 Sean u, v, y w tres vectores, linealmente independientes, de
un espacio vectorial. Demostrar que los vectores u 4+ v, u — v, y u — 2v + w,
también son linealmente independientes.

SOLUCION: Para cualquier combinacién lineal de ellos igualada a cero
afu+v)+ Bu—v)+vy(u—2v+w)=0

obtenemos
(a+B+yu+(a—F—=2y)v+yw =0

y por ser u, v y w linealmente independientes se tiene que

at+B+ v=0

7=0
por lo que los vectores u 4+ v, u — v y u — 2v + w también son linealmente
independientes. [ |
Ejercicio 2.4 Sea V un espacio vectorial, L un subespacio de V'y {uy, ..., u,}

un sistema generador de L formado por vectores linealmente independien-
tes. Demostrar que si x es un vector de V que no pertenece a L, entonces
{u, ..., u,, x} es un conjunto de vectores linealmente independientes.

Sol: Consideremos una combinacion lineal de ellos igualada a cero.
AMuy + -+ Ay, +pr =0

|4 necesariamente es cero, ya que de lo contrario seria
A A

n
rT=——U — " +— —UuU, €L

en contra de la hipotesis de que = & L.

Al ser 1 = 0 nos queda que Aju; + -+ + Ayu, = 0y por ser {ug,...,u,}
linealmente independientes se deduce que

A=--=X,=0
Es decir
Mur+ - F U, Fpr=0 = A==\, =p=0
por lo que
{ug, ..., up,x} son linealmente independientes.
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Ejercicio 2.5 Sea B = {uy, us, us, us} una base del R-espacio vectorial V.
Se consideran los conjuntos B’ = {vy,va,v3,v4} y B" = {wy, wq, w3, wy},
donde:
v = (O, 1, 0, 3), Vg = (—1, 1, O, 0), V3 = (—2, O, —1, 2), Vy = (—1, —1, —1, 1)
wy = (2,-2,0,1), wy =(1,1,1,0), w3 = (3,0,1,—1), wy = (0,—-2,—1,1)
respecto de la base B. Se pide:
a) Probar que B y B’ son bases de V.

b) Hallar la matriz del cambio de base de B’ a B”.

¢) Determinar las coordenadas respecto de B’ del vector x cuyas coordena-
das respecto de B” son (2,1,0,—1).

SoLUCION: Consideremos las matrices B; y By que tienen, por columnas, los
vectores {vy, vg,v3, 04} ¥ {w1, we, w3, wy} respectivamente

0 -1 -2 -1 2 1 0
1 1 0 —1 -2 1 0 =2
B, = By =
0 0 -1 -1 o 1 1 -1
3 0 2 1 0 -1 1
a) Escalando la matriz B; obtenemos:
0o -1 -2 -1 1 1 0 -1 1 1 0 —1
1 1 0 -1 o -1 -2 -1 o -1 -2 -1
0 0 -1 -1 0 0 -1 -1 0 0 -1 -1
3 0 2 1 3 0 2 1 0 -3 2 3
1 1 0 —1 1 1 0 —1
0o -1 -2 -1 _ o -1 -2 -1 . gBy—4
0 0 -1 -1 0 0 -1 -1
0 0 8 6 0 0 0 -2

por lo que los vectores {vq, vy, v3,v4} constituyen una base de V.
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Anélogamente, para B; se tiene

2 1 3 0 0 -1 1 1 0 -1 1

-2 1 0 -2 1 3 0 0 1 5 =2
— — —

0 1 1 -1 -2 1 0 -2 0 1 -2 0

0 -1 1 0 1 1 -1 0 1 1 -1

1 0 -1 1 1 0 -1 1 1 0 -1 1

0 1 5 —2 0 1 5 —2 0 1 5 —2

— —
0 0 -7 2 0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 —4 0 0 —4 1 0 0 0 1

por lo que rg By = 4 y, por tanto, {wy, wy, w3, ws} constituyen otra base
de V.

b) Sea P, , la matriz del cambio de base de la base B" a la B”.

B/ B!

Bl'IB/ = BQ'TB// - QfB,, = Bngle/ - PB’B”:EB’ -
-6 -1 -3 -1
9 1 4 1
-1
Pow =B Br=1 g
10 1 5 2

c) Sea zp el vector referido a la base B’ dado que

2 2 0
1 —6
. p—1 _
PB’B”xB’ = xB// = 0 — {LB/ - PB’B” 0 - 3
-1 —1 -5
|
Ejercicio 2.6 Sea B = {u,v,w} una base del espacio vectorial V. Sean

uv=2u—v+w, vV=ut+wyw =3u—uv+3w.

a) Probar que B’ = {/,v',w'} es una base de V.
b) Establecer las ecuaciones del cambio de base de B a B'.

c) Hallar las coordenadas respecto de B del vector z = —2u’ + 3v" + w'.
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SOLUCION:

a) Para cualquier combinacién lineal de los vectores {u',v',w'} igualada a
cero

au'+ v+’ =0 = a2u—v+w)+B(utw)+y(Bu—v+3w) =0 =
Qa+B+3u+(—a—yv+(a+B+3y)w=0
Dado que {u,v,w} son linealmente independientes, se tiene que

204+ +37y=0
— — v=0 :a:ﬁ:ryzo
a+B+3y=0

por lo que {u/, v, w'} son linealmente independientes y, por tanto, cons-
tituyen una base de V.

2 1 3
b) Llamando B"= | —1 0 -1 | a la matriz que tiene por columnas
1 1 3

los vectores de B’ respecto de la base B se tiene que
—1
Bz, =Bz, — x,=B"'Bz,

y teniendo en cuenta que B = I por tratarse de una base referida a ella
misma (base candnica) se tiene que

1 0 -1
P, ,=B"= 2 3 -1
-1 -1 1
con
r,=P 1,

que
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Ejercicio 2.7 En R* se consideran los vectores,
up = (1,-2,1,3), us = (2,-4,0,2), ug = (3,—6,1,5), uy = (2,—4,—4,—6)
Se pide:
a) Ecuaciones implicitas de L = < wuy, ug, us, uyg >.
b) Dimension y base de L.

¢) Coordenadas de los vectores dados respecto de la base formada.

d) Ampliar la base de L a una de R?.

SOLUCION:

a) rel — x= ($1,1‘2,$3,$4) = )\1U1 + )\QU,Q + )\3’&3 + )\4U4 —

1 2 3 2 A T2
-2 -4 -6 —4 Ao | oz
1 0 1 —4 o || s
3 2 5 —6 A4 Ty

Escalonando la matriz ampliada obtenemos

1 2 3 2\n 1 2 3 2 T
-2 —4 —6 —4|x 0O 0 0 0|z + 21
— —

1 0 1 —4 xs3 0 —2 -2 —6 T3 — X1
3 2 5 —06|xy 0 —4 —4 —12 | x4 — 324

1 2 3 2 1

0o 0 0 0 To + 214

H
0 —2 -2 -6 T3 — X1

0 0 0 0 (LU4 — 31’1) — 2(5(73 — 3?1)

por lo que las ecuaciones implicitas de L son

Ty + 221 =0 . 201+ 29 =0
(x4 —321) —2(x3 — 1) =0 T+ 223 —24 =0
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b) Al tratarse de una variedad de R* con dos ecuaciones implicitas,
dim L = dim R* — nimero de ecuacioes implicitas =4 — 2 = 2

Una base de L puede ser, por ejemplo, B, = {u;, us} que son linealmente
independientes.

c) Respecto de la base By, = {u1, us} se tiene que

u; = (1,0)

uy = (0,1)

ug = 1w +ug = (1,1)

uy = —4uy + 3ug = (—4,3)

d) Teniendo en cuenta que

1 0 0 0
0 1 1 1 1 3
= =2+#0
1 -2 1 3 0 2
2 -4 0 2
una base ampliada es B = {ey, €9, uy, us }. ]

Ejercicio 2.8 Construir en R® , un subespacio suplementario del subespacio:

2%’1 — To + Ty — X5 = 0
L:¢ 4xr, + 204 + x5 = 0
3.172 - T4 + 2[E5 =0

SOLUCION: Busquemos, en primer lugar, las ecuaciones paramétricas de la
variedad. Obsérvese que en las ecuaciones implicitas no aparece la coordenada
x3, por lo que z3 = p.

2 —1 1 -1 2 —1 1 -1 2 —1 1 -1
4 0 2 1 - 0 2 0 3 —=0 2 0 3
0o 3 -1 2 0 3 -1 2 0 0 —1 =55k
de donde
1‘5:t $4:—§t $2:—§t ZL’lzt
2 2

o bien, haciendo t = 2\, las ecuaciones paramétricas de L son

1 = 2\ T9 = —3A T3 =l Tg = —DA Ts = 2\
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A=0,u=1 = (0, 0, 1, 0, 0)
A=1pu=0 = (2,3, 0,—5, 2)
Una base de L es, por tanto, B, = {(0,0,1,0,0), (2,—-3,0,—-5,2)}.

Dado que
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 1| = ! 0 =-5#0
=y 5=
0 0 1 0 0
2 -3 0 -5 2

los vectores €1, €2 y e5 amplian la base By, a una de R?, por lo que la variedad
L' suplementaria de L es la variedad generada por ellos tres,

!/
L' =< €1, 69,65 >

Ejercicio 2.9 Sea V un R-espacio vectorial de dimensién 5 y sea B una base
de V

B — {ula U, U3, Uy, U/B}

Se consideran los subespacios:

F- ry + X2 + T3 — X4 = 0
. 2.%’2—|-1’3-|-2.’L’4—ZL‘5:0

respecto de B, y

G =< U1, V2, U3, Vg >

donde los vectores v, v, v3 v v4 vienen dados por:

V1 = (170707 _170>B Vg = (Ou _]-7 _1747 _]->B
V3 = (17 1,0, —4,0)3 Vy = (3, —2,4, —1,4)3

Determinar la dimensién, una base, ecuaciones implicitas y paramétricas de
F, G, FNGy F+ G, respecto de la base B.
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SOLUCION:
a) F
Al ser independientes sus ecuaciones implicitas tenemos que
dim F =dim R® — ntdmero de ecuaciones implicitas =5 —2 =3
Haciendo x5 = 2a, x4 = B y x5 = 27 se tiene que

ﬁCl‘i‘ x2:—2a+ﬁ . ,1'1:—054—25_7
209 = —2a — 203 + 27 To=—a—[+7y

por lo que las ecuaciones paramétricas de F' son

rn=—a+28-7 m=—-a—-0F+y 13=20 w34=0 x5=2y

a=1,=0,vy=0 = (-1,-1, 2, 0, 0)
a=0,p=1,v=0 = ( 2,-1, 0, 1, 0)
a=0,=0,vy=1 = (-1, 1, 0, 0, 2)

Una base de F viene dada por

Br ={(-1,-1,2,0,0),(2,—1,0,1,0),(—1,1,0,0,2)}

b) G

Como nos dan un sistema generador de G vamos a ver qué vectores son
linealmente independientes.

1 0 0 -1 0 1 0 0 -1 0
0O -1 -1 4 -1 0O -1 -1 4 -1
— —
1 1 0 -4 0 0o 1 0 -3 0
3 -2 4 -1 4 0o -2 4 2 4
1 0 0 -1 0 1 0 0 -1 0
0O -1 -1 4 -1 0o -1 -1 4 -1
— — —
0 0 -1 1 -1 0 0 -1 1 -1
0 0 6 —6 6 0O o0 0 0 0

solo los tres primeros vectores son linealmente independientes, por lo que
una base de G es

Ba ={vi,v,v3} vy dimG =3
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De la expresion x = awv; + vy + yvs obtenemos las ecuaciones pa-
ramétricas

rn=a+y Te=-0+7 x3=-0 wy=-a+4f—-4y x5=-0

Escalonando el sistema formado por las ecuaciones paramétricas obtene-

mos:
1 0 1|z 1 0 1 Ty
0 —1 1|2 0 -1 1 X
0O -1 Olzg — 0 -1 0 T3 —
-1 4 —4 | x4 0 4 -3 |xs+ 21
0 -1 0|5 0O -1 0 x5
1 0 1 1 1 0 1 1
0 —1 1 Ty 0 —1 1 To
0 0 -1 T3 — X9 — 0 0 —1 T3 — To
0 O 1| x4+ 21+ 429 0 O 0| xzqs+ a1 +429 + 23 — 29
0 0 —1 Ts — Xo 0 0 0 T5 — To — T3 + X9

por lo que las ecuaciones implicitas de G son

ZE1+3$2+J]3+$4 =0
I3 —.’175:0

FNG

Los vectores de F'N G deben verificar las ecuaciones implicitas tanto de
F como de G,

T+ To+x3— T4 =0
209 + 23+ 224 — 25 =0
1+ 3T9 + 23+ X4 =0
T3 —x5=0

por lo que vamos a ver cuantas de ellas son independientes

1 1 1 -1 0 1 1 1 -1 0
0 2 1 2 —1 0 2 1 2 -1
— —
1 3 1 1 0 o 2 0 2 0
0 0 1 0 -1 o 0 1 0 -1
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1 1 1 -1 0 1 1 1 -1 0
0 2 1 2 —1 0 2 1 2 -1
— —
0o 0 -1 0 1 0O 0 -1 0 1
0o 0 1 0 -1 0o o0 0 0 0

solo las tres primeras son independientes, obteniéndose que las ecuaciones
implicitas de F'N G son

xry| + T2+'L‘5* T4 =0
2’1,2+1°3+2.I'4—’L’5:O
—XI3 +15:O

dim(F N @) =dim R’ — ntimero de ecuaciones implicitas = 5 — 3 = 2

Llamando x4 = a y x5 = [ se obtiene que

T1+ To+ 13 = 1 =2a— 0
209 + 3 = 20+ - Ty = —
—r3=—f = 3 =3

por lo que las ecuaciones paramétricas de F' N G son

rn=2a0—0 x9=—a x3=0 w4=a x5=/0

a=1, =0 = ( 2,—-1, 0, 1, 0)
a=0,=1= (-1, 0, 1, 0, 1)
por lo que una base de FF NG es

Bpre ={(2,-1,0,1,0),(—1,0,1,0,1)}

d) F+G

Un sistema generador de F' + G estd formado por la unién de las bases
de F y (G. Veamos, por tanto, cudntos vectores hay linealmente inde-
pendientes para elegir una base.

1 0 0 -1 0 1 0 0 -1 0

0o -1 -1 4 -1 0o -1 -1 4 -1

3 -2 4 -1 4 0o -2 4 2 4
— —

-1 -1 2 0 0 0 —1 2 -1 0

2 -1 0 1 0 0O -1 0 3 0

—1 10 0 2 0o 1 0 -1 2
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1 0 0 -1 0 1 0 0 -1 0
0O -1 -1 4 -1 0O -1 -1 4 -1
0 0 6 —6 6 o o0 1 -1 1
— — —

0 0 3 -5 1 o 0 0 -2 =2
o o0 1 -1 1 o 0 0 0 0
0o 0 -1 3 1 o o0 0 2 2

1 0 0 -1 0

0o -1 -1 4 -1

0 0 1 -1 1

H

o 0 o0 1 1

0o o0 0 0 0

0o 0 0 0 0

Es decir, una base de F'+ G es

)

Bric = {(1,0,0,—1,0), (0, —1,—1,4,—1),(0,0,1,—1,0), (0,0,0, 1, 1)}

y por tanto,
dim(F +G) =4

Teniendo en cuenta que cualquier vector de F'+ G es combinacion lineal
de los vectores de la base, se tiene que las ecuaciones paramétricas de
F + G son

ri=a wm=-0 wz3=-0+7 zi=-a+tdf-y+p wxs=-F+p
Eliminando ahora los pardametros
1 0 0 O0|lxn 1 0 0 0 T
0 —1 0 0fmx 0O -1 0 O T
0O -1 1 O0jzg — 0 -1 1 O x3 —
-1 4 -1 1|z 0 4 -1 1|zg+m
0 -1 0 1]|as 0 -1 0 1| as
10 0 0 T
0O -1 0 0 T
- 0 0 1 0 T3 — Ty —
0 0 =1 1|zg+x1+42
0O 0 0 1 Ty — T
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1

0

— 0

0

0

1 0

0 -1

— 0 0
0

0 0

o O = O O

I
T2
T3 — X —

Tq+ 21 + 420 + 23 — T

o O = O O
_— =0 O O

T5 — T2
T
T2

xr3 — T2

Ta+ 21 + 420 + 23 — T2

o = O O O

x5 — T — (T4 + @1 + 429 + T3 — 29)

de donde x5 — xo — (24 + x1 + 429 + 23 — x2) = 0, es decir, la ecuacién
implicita de F' + G es

T, + 4y + 23 +24 — 25 =0

2.10 Ejercicios propuestos

Ejercicio 2.10 Resolver, utilizando el método de reduccién de Gauss, el si-

guiente sistema:

x
—2x
2z
3x

+

+
+

2y
4y
4y
6y

+ 2z + 2t + 4du = 4

-z — 3t — 6u = —6
+ t 4+ 4du =

+ z + 4 + Tu = 8

Sol: (z,y,z,t,u) = (2 — 2\, A, 2,0,0).

Ejercicio 2.11 Resolver, utilizando el método de reduccién de Gauss, el si-

guiente sistema homogéneo:

Sol: (z,y,z,t) = A\(1,—1,3,2).

2x
T
3z
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Ejercicio 2.12 Discutir, y resolver en su caso segun los valores de a, los

sistemas:
r — y = 2 ar + ay + 2z = 1
3r + 2y = 4 r + ay + z = a
dv + y = a r + y + az = a
Sol:

1.- Compatible determinado si a = 6 con (x,y) = (8/5, —2/5)
Incompatible si a # 6.

2.- Sia# 1y a# —1 Compatible determinado (z,y,2) = (—1,1,1)
Si a = —1 Compatible indeterminado x = —1, y = z\.
Si a = 1 Compatible indeterminado z =1 —-A—p, y =\, 2 = p.

Ejercicio 2.13 Discutir, y resolver en su caso, segun los valores de a y ¢, el

sistema:
T — Yy — 2 + at
T+ oy + 2+ b=
r — Yy + z — t = 12
r +y — 2z + t = =8
Sol:

—6a—c—2 c—4
1+4a " '1+4a

Sia# —1 Comp. det. con (z,y, z,t) = (2, ).

Sia=-1y c¢#4 Incompatible.

Sia=—-1y ¢=4 Comp. Indet. con (z,y,z,t) = (2,—6 — X\, 4, \).

Ejercicio 2.14 Estudiar, segin los valores de m, el siguiente sistema:

6xr + 18y — 2mz = 0
v — 2y — 4z =
dr + 10y — 6z = 0

Sol:

Sim =5 Comp. indet. con (z,y,z) = (2A, A\, 3A).

Sim # 5 Incompatible.
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Ejercicio 2.15 Estudiar, y resolver el sistema:

dr + 2y + 2z = A«x
2v + 4y + 2z
20 + 4y + 82 = Az

I
>
<

Sol:

SiA#4 y \#6=+3v2 Incompatible.
Si A =4 Comp. det. con (x,y,2) = (20, a, —2a).

2 -2
2

2+ /2
9

Si A =6+ 3v2 Comp. det. con (z,y,2) = ( o, (V2 - 1o, a).

Si A =6 —3v2 Comp. det. con (z,y,2) = ( o, —(V2+ 1o, a).
Ejercicio 2.16 De un sistema de tres ecuaciones lineales con tres incognitas
se sabe que admite las soluciones (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) y que ademds uno
de los coeficientes del sistema es no nulo. Hallar, en funcién de los pardmetros
que sean necesarios, todas las soluciones del sistema.

Sol: (Z)’J,y,Z) = (1 - )‘_M7 /\nu)

Ejercicio 2.17 Factorizar A en LU y escribir el sistema triangular superior
Ux = c que aparece después de la eliminacion, resolviéndolo, para:

2 3 3
A= 0 5 7 b=
6 9 8
1 00 2 3 3 2
Sol: L=101 0 Ur =c <— 0O 5 7 |z= 2 | de
3 01 0 —1 -1
solucién (1,—1,1).

Ejercicio 2.18 En R? se considera el sistema de ecuaciones lineales:

dr + (a+8)y = 3a—6
ar — 2y + 3z = 0
20 + 8y — 2z = 2a-—-4

Discutirlo y resolverlo segin los valores del parametro «.
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Sol:

a—2
a+24
Si « =2 Comp. indet. con (z,y,z) = (=5, 2X, 6]).

Sia#2 y a#—24 Comp. det. con (z,y,2) =

(12,3, —2a).

Si a = —24 Incompatible.

Ejercicio 2.19 Dados los vectores v; = (—1,0,4,1), vy = (3,-2,0,2) y v3 =
(2,a,—2,0) de R, determinar qué condicién ha de verificar a para que
v =(2,—3,—2,3) sea combinacién lineal de vy, vs y v3.

Sol: a = —3/.

Ejercicio 2.20 Determinar si los vectores del espacio vectorial R*:
vy = (0,1,-2,1), vo = (—1,7,2,—-4), v3 =(1,3,2,—-1) y vy = (1,0,0,1)

son linealmente independientes. En caso de no serlo, encontrar la relacion de
dependencia.

Sol: Vg4 = 1/3(U1 — Uy + 2’113).

Ejercicio 2.21 Estudiar, segun los valores de m y n, la dependencia, o inde-
pendencia, lineal de los siguientes vectores:

a) U = (1’ 1707m)a v = (37 _]-777'7 _]-) yw= (_3757ma _4)
b) (1,-2,1,0), (1,-3,-2,2), (0,—2,1,—5), (2,0,7,1) v (4,—5,6,m)
Sol:

a) Son linealmente dependientes si m = -2y n = 1.

b) El cuarto vector de combinacién lineal de los tres primeros y el iltimo
también lo es para m = 3 siendo independiente de los tres primeros si
m # 3.

Ejercicio 2.22 Sea {uy, ..., u,} un conjunto de vectores linealmente indepen-
dientes de un espacio vectorial V.

Demostrar que el conjunto de vectores {vy, ..., v, }, donde vy = uy, vo = Uy —us,
V3 = U] — Uy — U3,. .., Up = U] — Uy — - -+ — Uy, €S linealmente independiente.

Sol: Véase el Ejercicio
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Ejercicio 2.23 Calcular el rango de las siguientes matrices:

1 2 3
-1 1 -2 -1 2 3 4 5
-1 11
A= 1 0 B = 1 21 3 2 C=
3 3 95
2 1 1 04477
0 3 4

Sol:tgA=rgB=rgC =2.
Ejercicio 2.24 Sea A = {(0,z,y): =,y € R} C R3. Se pide:

a) Demostrar que A es un subespacio vectorial de R3.

b) Probar que si B = {(0,1,0),(0,1,1)} y C = {(0,1,1),(0,1,2),(0,2,1)}
entonces A = L (B) = L(C).

Sol: Para ver que A es una variedad lineal de R?® basta ver que cualquier
combinacion lineal de vectores de A también pertenece a A. Para probar que
A = L(B) = L(C) basta ver que las tres son variedades de dimensién 2
generadas por los vectores e, v es de la base candnica de R3.

Ejercicio 2.25 En R? se consideran los conjuntos:
A={(1,0,1)}, B={(1,0,0),(0,1,1)} y C ={(1,0,0),(0,0,1)}

Sean U = L(A), V=L(B)y W=L(C). Se pide:

a) Estudiar si U y V son subespacios suplementarios. Analogamente, para
VyW.

b) Expresar, si es posible, (2,1,2) como suma de un vector de U y otro de
V. ;iLa descomposicion es unica?

c) Expresar, si es posible, (3,0,3) como suma de un vector de V' y otro de
W. ;La descomposicién es unica?

Sol: U y V son suplementarias, V' 'y W no lo son, por lo que la descomposicién
pedida del vector (2,1, 2) es tinica mientras que la del vector (3,0, 3) no lo es.

Ejercicio 2.26 Sea P,[z] el conjunto de los polinomios de grado menor o igual
que n con coeficientes reales.
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a) Demostrar que P,[z] es un R-espacio vectorial.

b) Demostrar que {1, z, x°} es una base de P,[z]. Generalizar a una base
de P,[z].

Ejercicio 2.27 En R? se consideran los vectores {uy,us,us, us}, siendo:
u = (1,2,3,4), ug =(2,3,4,1), ug = (3,4,1,2) y ugy = (4,1,2,3)

Probar que forman una base de R* y hallar, respecto de ella, las coordenadas
dev=1(1,1,1,1).

Sol: El determinante formado por las coordenadas de los cuatro vectores es
no nulo, por lo que forman una base de R*. Las coordenadas de v respecto a
dicha base son (1/10, Y10, Y10, Y10)-

Ejercicio 2.28 Probar que el conjunto de las matrices de orden m X n, con
elementos reales, es un R-espacio vectorial. Determinar una base y la di-
mension de dicho espacio vectorial.

Sol: Una base es el conjunto de las matrices m x n que tienen un tnico ele-
mento igual a 1 y el resto de sus elementos ceros. Dado que existen m - n
posiciones para asignar el valor 1, la dimensién es m - n.

Ejercicio 2.29 Sea V un R-espacio vectorial y B = {ej, €9, €3, €4} una base
de V. Para cada uno de los subespacios engendrados por los vectores que se ex-
presan calcular, la dimension, una base contenida en el sistema de generadores
dado y la expresion de los restantes vectores respecto de la base.

v, = 2e; — 3ey + €3
L1 . Vg = 661 — 562 + 264
v3 = 261 + ey — 2e3 + 2e4

Uy = € — e + €3 — €4

I, - Ug = €1 + e + e3 + e4
2 us = — €3 + e3 + e4
Uy = € + ey + €4

Sl dim Ly =2, By ={v1,va} y vz =10y — 203
ol:
dlm L2 = 47 82 = {u17u27u37u4}
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Ejercicio 2.30 Determinar en R? un subespacio suplementario de cada uno
de los subespacios engendrados por los siguientes vectores:

a) u=(-3,1,0)
b) u=(—1,21), v=(2—4,3)

C) u = (_17271>7 U= (2717_2)7 w = (1717_1)
Sol:a) L =<eg,e3> b) L=<e; > c)L=<e >.

Ejercicio 2.31 Dados los siguientes subespacios de R* por sus ecuaciones
paramétricas, obtener sus ecuaciones implicitas:

r = o + f r = 20 — [
pu— p— 2
L : T2 B+ u Ly: ) a + 23
T3 = « + u r3 = —a + 0
Ty = o -+ ﬁ + u Ty = ﬁ

$1—2I2+5l’4:0

Sol: Ly =x1 4+ 20+ 23— 204 =0, Ly =
{L‘2+JZ3—3ZE4:0

Ejercicio 2.32 Se consideran en R* los subespacios 'y G engendrados res-
pectivamente por < uq,us,u3 > y < vy, vs,v3 >, siendo:

up = (3,3,1,1) ug = (1,-3,1,1) ug = (3,1,-1,3)
v =(2,2,0,1) ve = (2,0,1,1) vy =(1,1,—-1,-1)
Hallar las ecuaciones de FNG y de F +G.

x1—3x2+4x4:0

5133:0

SOl:FﬂGE{ F+ G =R

Ejercicio 2.33 Dar una condiciéon necesaria y suficiente para que:
< V1,V2y...,Up > y < V1,V2y...,0p, W >
sean las mismas variedades lineales.

Sol: Que w sea combinacién lineal de {vy,vq, ..., v,}.
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Ejercicio 2.34 En R* se consideran las variedades lineales:
Ly =<(1,-1,2,0),(1,2,-1,3),(2,2 4+ «, 3 + 2, 3) >

Ty 4+ w2 + (B-1z3 + x4 = 0
Ly : Ty + Ty + + x4 = 0
ry + X9 — 26%3 =0
Estudiar, en funcion de los valores de vy 3, L1 + Lo v Ly N Lo, dando sus

ecuaciones, dimensiones y bases.

Sol:

a) Sia=—-1yB=10a#-1yB#1LiNL,={0}y L; + L, =R%.

b) Sia=-1y08#1LiNL ={0} Ly + Ly = 2y — x5 + x4 = 0 con
B+, =1{(1,-1,0,0),(0,1,0,1),(0,0,1,0)} y dim(Ly + Ls) = 3.

c) Sia# -1y B =1Brn, =1{(9,—13,-2,4)} y dim(L; N Ly) = 1 con
T1+ 2o +x4=0
LiNLy=< 225+ 2,=0 y L1 + Ly, = R
4r1+ 229 —x3 — 324 =0

Ejercicio 2.35 En R* se consideran las variedades lineales:

L, =< (1,-1,0,2),(0,2,1,-1),(2,0,1,a) >

T — o — rs — Ty = 0
L2 . 21‘1 — 3[)’23 — Ty = 0
2%2 — 5$3 + axy = 0

a) Hallar a para que L; N Ls esté engendrado por un unico vector. ;Existe
algin « para el cudl Ly N Ly tenga una base de dos elementos?

b) Para los valores anteriores de «, hallar tres bases By, By y By de L1N Lo,
L1y Ly + Lo, respectivamente, de modo que By C By C Bs.

Sol:

a) Sia # 3 es dim(L; N Ly) = 1 mientras que si o« = 3 es Ly N Ly = {0}.
No existe ningun caso en el que dim(Ly N Ly) = 2



Ejercicios propuestos 107

b) Para a #3 By ={(3a+ 1,0 — 5,2a — 2,8)},
By ={(Ba+1,a—5,20 —2,8),(1,—-1,0,2),(0,2,1,—1)} y By = By.

Ejercicio 2.36 Dadas las variedades lineales de R*:

L'a:1+$2 =0 L‘xl — axy = 0
b Q32+£C3:0 2 T + 513'4:0

Hallar, en funcién de «, una base de L; N Ly y unas ecuaciones de Ly + Ls.

( G o1 [ B ={(1,-1,0,0),(0,0,0,1),(0,0,1,0)}
la =
L1+LQE$1+£E2:O

Sol:

L1+L2:R4

Sia+£1 { Ly, = {0}






3. Aplicaciones lineales.

3.1 Definiciones y propiedades

A menudo el concepto de aplicacion se confunde con el de funcién. A diferencia
de una aplicacién, no todos los elementos del conjunto de partida de una
funcion tienen necesariamente una imagen en el conjunto de llegada. Por

ejemplo, la funcién f : R — R / @ —— 2% es aplicacién, sin embargo

fR—R/z+— % no lo es pues el 0 no tiene imagen.

Definicién 3.1 [APLICACION]

Una aplicacion f entre dos conjuntos X eY es cualquier regla que nos permite
astgnar a cada elemento x del conjunto inicial X un tunico elemento y del
conjunto final Y. Se denota por f: X — Y.

eVreX JyeY tal que f(z)=1y.
cx=y = f(z)=[({y)
CLASIFICACION DE LAS APLICACIONES
Una aplicacién f: X — Y diremos que es
e INYECTIVA si
r#y = f(z) # f(y) oloqueeslomismo f(z)=f(y) = z=y

e SOBREYECTIVAsiVy €Y Jzx e X tal que f(x)=y

e BIYECTIVA si es simultaneamente inyectiva y sobreyectiva.

109
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Definicién 3.2 [APLICACION LINEAL)]

Sean U y V dos espacios vectoriales definidos sobre el mismo cuerpo K y
sea [ : U — V una aplicacion. Se dice que f es una aplicacion lineal o un
homomorfismo si

eVe,yeU = f(e+y) = f(x)+ fly) aditividad.

eVIeK y VeelU = f(\x)=Af(x) homogeneidad.

Teorema 3.1 [CARACTERIZACION DE LAS APLICACIONES LINEALES]

Una aplicacion f entre dos espacios vectoriales U y' V' definidos sobre el mismo
cuerpo K es un homomorfismo si, y solo si,

VaipeK y Vo,yeV = f(Ar+py) = Af(z) + pnf(y)
Demostracion.

e Si f:U — V es una aplicacion lineal
fQa +py) = f(Ax) + f(py) = Af(2) + 1f(y)

o Si f(Az + py) = Af(z) + pf(y) se tiene:

—Parad=p=1 = fla+y)=f(z)+ f(y).
— Para p=0 = f(A\z) = Af(2)

por lo que f es una aplicacion lineal. [

CLASIFICACION DE LAS APLICACIONES LINEALES

Atendiendo a las propiedades de la aplicacién y a los espacios inicial y final
podemos clasificarlas en

e HOMOMORFISMO si U # V.
e ENDOMORFISMOS si U = V.
e [SOMORFISMOS si U # V' y f es biyectiva.

e AUTOMORFISMOS si U =V y f es biyectiva.
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Ejemplo 3.1

a) f : Palz] — P[] definida por f(az? 4+ bz + ¢) = 2ax + b o utilizando
notacién vectorial f(a,b,c) = (2a,b) es un homomorfismo.

fIMa,b,¢) + p(a', V', )] = f(Aa+ pa' , Ao+ pb’, Ae + pc’) =
= (2(Aa + pa’), \b + pb') =
= (2Xa, \b) + (2pa’, pb') =
= A(2a,b) + p(2d', V) =
= Af(a,b,c) +pf(d,b,c)

por lo que f es un homomorfismo (véase el Teorema.

b) 6 :U — V definida por #(u) =0 Vu € U es un homomorfismo y se dice
que es el homomorfismo nulo.

c) I:U — U definida por I(u) =u Vu € U es un automorfismo y se dice
que es el automorfismo identidad. 0

Definicién 3.3 [IMAGEN DE UNA APLICACION LINEAL]

Sea f: U — V una aplicacion lineal. Se denomina imagen de f y se denota
por Imf o f(U) al conjunto

Imf=fU)={veV : v=f(u) con ueU}

Definicién 3.4 [NUCLEO DE UNA APLICACION LINEAL]

Se denomina nicleo de f y se denota por Ker f al conjunto

Kerf={xcU : f(x)=0}=f"%0)

Proposicién 3.2 [PROPIEDADES DE LAS APLICACIONES LINEALES]

Sea f una aplicacion lineal entre los espacios vectoriales E y E' definidos sobre
el mismo cuerpo K. Se verifican las siguientes propiedades:
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1) f(0p) =0p y [f(-2)=—f(z) Vo €E
f(z) = f(x+0p) = f(z) + f(0r) = [f(0p) =0p

Op = f(0p) = f(z + (=) = f(z) + f(=2) =
f(—z)=—f(z) Yx € E.

2) Si U es un subespacio vectorial de E, f(U) lo es de E’
Ve,ye f(U) = FJuvel : flu==z, flv)=y
Vi peK dadoque v,velU = M+wel =

FOutw) € f(U) = M(u)+pf(v) € f(U) = etuy € f(U) =

f(U) es un subespacio vectorial de E'.
3) SiV es un subespacio vectorial de E', f~'(V') lo es de E
Veye [T((V)={zeE : fx) eV} = f(a),fy) €V
VA peK dado que f(z),f(y) eV = Af(z)+ufly) eV =

fOAr4+uy) €V = M+puyc (V) =

f7YV) es un subespacio vectorial de FE.

4) Siuq,ug,...,u, son vectores linealmente dependientes en el espacio E,
fluy), f(uz),..., f(u,) son vectores linealmente dependientes en E'.

Si los vectores {ui,us,...,u,} son linealmente dependientes, existen
ag, ..., a, € K con algin a; # 0 tales que aquy + -+ + ayu, = 0,
es decir

flagus + -+ -+ ayuy,) = f(0) =0 con algin «; # 0
Por ser f lineal, se tiene que
flontiy + -+ + anttn) = a1 () ++ + o f(1n) =0 con algiin a; £ 0

por lo que

fluy), f(ug), ..., f(u,) son linealmente dependientes.
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5) Si{uy,ug,...,u,} es un sistema generador de E, el conjunto de vectores
{f(u1), f(ua),..., f(u,)} es un sistema generador de f(E) C E'.

Vee f(E) = JyeFE : fly =x

yEE:>y:Zoz,;ui =z = f(y) :f(Zoziui) :Zaif(ui) =

=1

{f(u1), flug),..., f(u,)} es un sistema generador de f(FE).

Teorema 3.3 Sea f: U — V una aplicacion lineal.

a) Img f = f(U), es una variedad lineal de V.

b) Ker f = f71(0), es una variedad lineal de U.

Demostracion.

a) Es una consecuencia inmediata de la segunda propiedad de las aplicacio-
nes lineales.

b) Es consecuencia de la tercera propiedad, ya que {0} es una variedad
lineal de U y Ker f = f~1(0). |

Definicién 3.5 [RANGO DE UNA APLICACION LINEAL]

Se denomina rango de una aplicacion lineal entre dos espacios vectoriales U y
V', definidos sobre un mismo cuerpo K, a la dimension del subespacio imagen.

rg f = dim(Img [)

El rango de una aplicacién lineal f es, por tanto, el rango del conjunto de
vectores {f(uy),..., f(u,)} donde {uy,...,u,} constituye una base de U.

Como la dimensién de Img f es tnica, el rango de la aplicacién es independiente
de las bases elegidas de U y de V.
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Teorema 3.4 [CARACTERIZACION DE LAS AA.LL. LINEALES INYECTIVAS]

Una aplicacion lineal f entre dos espacios vectoriales definidos sobre un mismo
cuerpo K es inyectiva si, y sélo si, Ker f = {0}.

Demostracidn.

e Si f es inyectiva:

f(z) =0

x € Kerf = £(0) = 0

} = f(r)=f0) = z2=0 =

Ker f = {0}
e Si Ker f = {0}
fl@)=fly) = fla—y)=0 = z—yeKer f =
—rx—y=0 = =y

f es inyectiva. =

Teorema 3.5 Una aplicacion lineal f : U — V es inyectiva si, y solo si,
cualquier sistema de vectores linealmente independientes de U se transforma
mediante f en un sistema linealmente independiente de vectores de V.

Demostracién.

e Sea f inyectiva y {uy,...,u,} un sistema libre de vectores.
Oélf(ul)—{_""l'O‘nf(un):O:>f(alul"i_""‘_a/nun):0:>
ajug + -+ apu, € Ker f = {0} = aqug + -+ ayu, =0

y como {uy, us,..., u,} es un sistema libre de vectores, han de ser nulos
todos los a; 1 <@ < n, por lo que

{f(u1),..., f(u,)} es un sistema libre.

e Supongamos que para cualquier sistema libre {uy,...,u,} el sistema

{f(u1),..., f(u,)} también es libre.

Por ser para cualquier sistema libre, ha de verificarse para {u} con u # 0.

Al ser {f(u)} un sistema libre es f(u) # 0 = u ¢ Ker f de donde se

deduce que
u#tz0 = u¢gKerf < Kerf={0} =

f es inyectivo.
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Teorema 3.6 [CARACTERIZACION DE LAS AA.LL. SOBREYECTIVAS]

Una aplicacion lineal f : U — V' es sobreyectiva si, y solo si, cualquier sistema
generador de U se transforma mediante f en un sistema generador de V.

Demostracidn.

e Sea f sobreyectiva <= VYo eV JueclU : f(u)=v

Si {uq,...,u,} es un sistema generador de U

i=1 =1

{f(u1),..., f(u,)} es un sistema generador de V.
e Supongamos ahora que cualquier sistema generador de U {uy,...,u,}
se transforma en un sistema {f(u1), ..., fu,} generador de V.

Cualquier vector v € V verifica que
n
U—Za,fuz Zaul = con u:ZaiuiGU -
i=1

f es sobreyectiva. u

Teorema 3.7 Si f : U — V es una aplicacion lineal entre dos espacios vec-
toriales definidos sobre un mismo cuerpo K se verifica que:

dim U = dim(Ker f) + dim(Img f)

Demostracién. Sean dimU =n y dimV = m.

Si {ay, ag,..., a,} es una base de Ker f podemos ampliarla hasta formar una
base {ai, as,..., ap, by,..., by} de U.

Los vectores {by, by, ..., b,_,} constituyen una base de un subespacio vectorial
H de U complementario del Ker f

Kerf+ H=U KerfnH={0}

f(ai, ag,..., ap, b1,..., by_}) =10, 0,..., 0, f(b1),..., f(bp_r)} es un
sistema generador de Imf = f(U) por lo que

{f(b1),..., f(bp—r)} es un sistema generador de Img f.
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AMFB) + A ) =0 = Ay + -+ Anrbpy) =0 =
)\1b1 + 4 )\nfrbnfr € Ker f

Como ademas \ib; + -+ -+ \,_.b,_, € H se tiene que

Mbi+ -+ by €Ker fNH={0} = Mbi+--+Nybpr =0

y como {by,..., b,_.} son linealmente independientes, han de ser necesaria-
mente \y = --- = \,_,, = 0 por lo que
{f(by),..., f(b,_)} son linealmente independientes.

Al tratarse de un sistema generador y libre, constituyen una base de Img f,
por lo que
dim(Imf) =n —r =dimU — dim(Ker f) =

dim(U) = dim(Ker f) + dim(Im f). u

3.2 Ecuaciones de una aplicacion lineal.

Una vez estudiadas las propiedades de una aplicacién lineal entre dos espacios
vectoriales nos preguntamos

¢ Qué necesitamos conocer para definir una aplicacion lineal?

Téngase en cuenta que la aplicacion f : U — V no quedara definida hasta que

no conozcamos cudl es el transformado de cualquier vector x € U. Ahora bien,

si B={uy,...,u,} es una base de U, cualquier vector x € U puede expresarse
n

de la forma x = Z x;u;, por lo que

flz) = f(z Ti;) = Zf(xzuz> = szf(uz>
lo que nos permite establecer el siguiente resultado.

Proposicion 3.8 Una aplicacion lineal f : U — V queda definida cuando
conocemos los transformados f(u;) de una base B = {uy,...,u,} de U.



Ecuaciones del niicleo y la imagen de una aplicacion lineal 117

Sean U y V dos espacios vectoriales definidos sobre un mismo cuerpo K,
By = {uy, us,..., u,} una base de U, By = {vy, vs,..., v} una base de V.
Dado que f(u;) € V, podemos expresarlos de la forma

m
flw) = aqvi + aigva + - - - + Qi Uy, = g agv; Yi=1,2,...,n
j=1

n m

flx) = f(z Ti;) = Zx@-f(ui) = Z%Uj

=1

Veel = m
flx) eV = o' = f(x) = Zx;vj
=1
m n m m n
DT = we ) javy =) () wmagv; =
j=1 =1 =1 j=1 =1

/
Ty = a117q + 91T + -+ - Ap1Ty

n
x;:Zaljxi 1<j<m =
=1

/
Lo = Q1271 + A29T9 + .- Ap2Tn

T, = Q1 @1 + GamTo + + ATy

que expresado en forma matricial queda

/
Ty aix 21 - Gpl X1
/
) iz Q22 "+ Qp2 T2 ,
= ; ] ' ) ) +— 1 = Az
/
Im AQ1m  Q2m Qpm Tp

Es decir, f(z) = Ax donde A es la matriz cuyas columnas son las coordenadas,
respecto de la base By de V, de los transformados de una base By de U.

Dicha matriz recibe el nombre de matriz asociada a la aplicacién lineal f
respecto de las bases By de U y By de V.

3.3 Ecuaciones del nicleo y la imagen de una
aplicacion lineal

Consideremos una aplicacién lineal f: U — V.

Una vez obtenidas las ecuaciones de la aplicacién lineal 2’ = Azx, el sistema
Ax = 0 nos proporciona unas ecuaciones implicitas del nicleo de la aplicacion.
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Hay que tener en cuenta que no todas las ecuaciones resultantes tienen que ser
independientes, por lo que nos quedaremos con las ecuaciones independientes
del sistema.

Dado que las columnas de la matriz A son los transformados de una base de
U sabemos que constituyen un sistema generador de Img f = f(U), por lo que
las columnas linealmente independientes constituyen una base de la imagen.

Como el rango de una aplicacién lineal es el rango de los vectores transformados
de una base de U y este coincide con el rango de la matriz asociada, se tiene
que:

El rango de una aplicacion lineal es el rango de su matriz asociada
respecto de dos bases cualesquiera.

Si dimU = n, al ser dim(Img f) =rg A
dimU = dim(Ker f) + dim(Imf) = dim(Ker f) =n —rg A

siendo A cualquier matriz asociada a f.

Ejemplo 3.2 La aplicacién lineal f : R* — R3 que, respecto a las bases
canénicas de R* y R? viene definida por

f<1’07070) = (2’071)
f(0,1,0,0) = (1,3,1)
£(0,0,1,0) = (0,0,0)
£(0,0,0,1) = (0,0,0)
tiene de ecuaciones
2, 2100\ ("
/ )
Ty = 03 00
! 333
T 1100
Ty

siendo
dim(Img f) =rgf =rg A =2
dim(Ker f) =dimR* —1g A =4—-2=2
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Unas ecuaciones implicitas de Ker f vienen dadas por las ecuaciones indepen-
dientes del sistema Az = 0, es decir, si escalonamos la matriz del sistema

2 1 0 O 11 0 0 11 0 0
o 3 0 0 —0 3 0 0 — 0 3 0 0 —
1 1 0 0 2 1 0 0 0O -1 0 0
1 1 0 0 11 0 0 10 0 0
-0 3 O 0 —0 1 0 0 — 0 1 0 0
0o -1 0 0 0o -1 0 0 0 0
Es decir, las ecuaciones implicitas de Ker f son
Ker f = { t =0
Ty = 0

por lo que los vectores e3 y e4 constituyen una base del nicleo.
BKerf = {(07 07 17 O)a (07 07 07 1)}

Las columnas linealmente independientes de la matriz A, es decir, los vectores
de R? (2,0,1) y (1,3,1) constituyen una base de Img f.

B s = {(2,0,1),(1,3,1)} O

3.4 Matrices equivalentes.

Dada una aplicacion lineal f : U — V acabamos de ver que tiene asociada una
matriz A respecto a las bases By y By de los espacios U y V' respectivamente,
de forma que

f(z)=2a" = Ax

Si en vez de utilizar dichas bases utilizamos las bases Cy y Cy tendra asociada
otra matriz A’ tal que

fly) =y =Ay

Sean P la matriz regular del cambio de base de Cy a By v ) la del cambio de

base de Cy a By también regular. Entonces, v = Py y 2’ = Qy/'.
"= Az = AP
rea YU QA= APy Yy — QA = AP —
v = Qy = QAYy

A =Q AP
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Definicién 3.6 [MATRICES EQUIVALENTES]

Dos matrices A y B, del mismo orden, se dicen equivalentes cuando existen
dos matrices requlares () y P tales que

A=0Q7'BP

Es decir, dos matrices A y B son equivalentes si estdn asociadas a la misma
aplicacion lineal y viceversa.

La equivalencia de matrices es una relacién de equivalencia. Los elementos de
una misma clase de equivalencia son todas las matrices asociadas a una misma
aplicacion lineal y por tanto, todas ellas tienen el mismo rango.

Puede probarse también el teorema reciproco.
Teorema 3.9 Si dos matrices tienen el mismo rango, son equivalentes.

Un caso particular de la equivalencia es aquel en que las matrices estan aso-
ciadas a una aplicacién lineal f : U — U es decir, a un endomorfismo, en cuyo
caso las matrices son cuadradas.

La matriz A estd referida a la base B y la A" a otra base C del espacio U vy,
por tanto, P = () verificandose que

A'=PlAP

Definicién 3.7 [MATRICES SEMEJANTES|

Dos matrices cuadradas A y B, del mismo orden, se dice que son semejantes
st existe otra matriz reqular P tal que

B=P AP

De la propia definicion de semejanza de matrices, se deduce el siguiente teo-
rema:

Teorema 3.10 Dos matrices cuadradas son semejantes si, y solo si, estdn
asociadas a un mismo endomorfismo.
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3.5 Imagen inversa de una variedad lineal.

Si L es una variedad lineal, su imagen inversa por la aplicacién lineal f, f~'(L)
es otra variedad lineal (véase el apartado [3] de la Proposicion [3.2)).

re fYL) = f(z)eL

Imponiendo al vector f(x) que verifique las ecuaciones implicitas de L obte-
nemos las ecuaciones implicitas de f~!(L).

Matricialmente podemos también resolver esta cuestion de la siguiente forma:

Sea L una variedad lineal dada por sus ecuaciones implicitas respecto de una
base fijada. A la matriz asociada al sistema de ecuaciones que constituye dichas
ecuaciones implicitas, la llamaremos B, con lo que las ecuaciones implicitas de
L las representamos matricialmente como By = 0.

Sea [ la aplicacién lineal dada por y = f(x) y sea A la matriz asociada a f,
por lo que y = Ax.

r€f L) & f(r)€L < AxcL

como Az es un vector, la condicion para que pertenezca a L es que verifique
sus ecuaciones implicitas, es decir que B(Ax) = 0.

BA es la matriz asociada a las ecuaciones implicitas de f~(L).
Ejemplo 3.3 Sea f: R® — R? la aplicacién lineal definida por

f(@1, 29, 73) = (Y1,42) = (221 — T2, —71 + 73)
ysea L =< (1,3) >

— )\
yeL = (y,y) = A(1,3) = {Zl—w — L=3y -1 =0
L —

r€f L) &= fla)=ycL < 3y —y=0 =
3(2I1—$2>—(—$1+$3):0 = 711 — 313 —23=0 =

f_l(L) = 71‘1 — 3$2 — T3 = 0

Matricialmente tendriamos:
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x
Ar =y <— A :Ul () o
— s | = -
. Y2 —T1 +x3
3
" o1 o) [ ™
= 1 0 1 T — y=Ax
Y2 -

L=3y; —y =0 <— <3 —1><y1>:0 < By=0

Y2

por lo que

By=B(Az) =0 = (BA)rz=0 =

o1 0\ (™" .

(3 -1) m | =0 = (7-3-1) 2 |=0
-1 0 1
xs3 Zs

Es decir: f~Y(L) =7z, — 3z — 23 = 0. O

Es obvio que vamos a obtener tantas ecuaciones implicitas para f~*(L) como
tenia L, sin embargo, nada garantiza que esas ecuaciones sean linealmente
independientes y habria que eliminar las que no lo fuesen.

3.6 Operaciones con aplicaciones lineales.

Trataremos las operaciones usuales entre aplicaciones lineales: suma de aplica-
ciones lineales, producto de un escalar por una aplicacion lineal y composicién
de aplicaciones lineales.

Definicién 3.8 [SUMA DE APLICACIONES LINEALES]

Sean f:U —V yg:U — V dos aplicaciones lineales cualesquiera definidas
sobre un mismo cuerpo K.

Se define la aplicacion suma f+ g : U — V como
(f+g)(u) = f(u) +g(u) Yuel.

Proposicién 3.11 La aplicacion suma f + g asi definida es una aplicacion
lineal.
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Demostracidn.

(f +9)Qu+ pv) = f(hu+ ) + g(Au + ) =
= A (u) + pf(v) + Ag(u) + pg(v) =
= Af(w) + g(w)] + plf(v) + g(v)] =
= A(f + 9)(w)] + pl(f + g)(v)]

por lo que f + g es lineal. [

Proposicién 3.12 Sean f : U — V y g : U — V dos aplicaciones lineales
cualesquiera definidas sobre un mismo cuerpo K.

Si, respecto de unas determinadas bases de U y V' las matrices asociadas a f y
g son A y B, respectivamente, la matriz asociada, respecto a las mismas bases
de la aplicacion f+ g es A+ B.

Definicién 3.9 [PRODUCTO POR UN ESCALAR]

Sea f: U — V una aplicacion lineal cualquiera definida sobre un cuerpo K y
sea A € K.

Se define la aplicacion \f : U — V' como
A))(w) =X f(u) Yuel.

Proposicién 3.13 La aplicacion \f asi definida es una aplicacion lineal.
Demostracion. La demostracion es similar a la del caso de la suma. [ |

Proposicién 3.14 Sea f : U — V wuna aplicacion lineal definida sobre un
cuerpo K.

Si, respecto de unas determinadas bases de U y V' la matriz asociada a f es
A, la matriz asociada, respecto a las mismas bases de la aplicacion A\f es AA.

Definicién 3.10 [COMPOSICION DE APLICACIONES)]

Sean dos aplicaciones lineales f U — W yg: W — V.

Se define la aplicacion lineal compuesta f compuesta con g y se denota por
(gof):U—V como

(go f)(u) =glf(w)] V,ueU
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0JO, iNO ES UN ERROR!

Decimos f compuesta con g para indicar que primero hay que aplicar f v,
al resultado obtenido, aplicarle g, por lo que se trata de g[f(u)] y por tanto,
debemos escribir f a la derecha de g y no al revés.

Es evidente que no es lo mismo f o g que go f.

Ejemplo 3.4 Sean f:R?> — R?y g:R? — R.

Podemos definir f compuesta con g ya que se trata de g[f(z)] donde f(z) € R?
y g estéd definida en R2.

Sin embargo, no podemos definir ¢ compuesta con f ya que se trataria de
flg(z)] con g(x) € R* y f no estd definida en R?.

Incluso en el caso en que ambas puedan ser definidas, pueden ser (y general-
mente lo son) diferentes. O

Proposicion 3.15 La aplicacion compuesta g o f, en caso de existir, es una
aplicacion lineal.

Proposicién 3.16 Si continuamos llamando A a la matriz asociada a la apli-
cacion lineal f y B a la matriz asociada a la aplicacion lineal g, la matriz
asociada a la aplicacion lineal (go f) es B - A.

Ejemplo 3.5 Sean f : R? — R?y g : R?> — R? las aplicaciones lineales
que tienen por ecuaciones:

f(z1, 29, 23) = (21 + 229 + 323, —21 + 22 + Dx3)

g(x1,22) = (21 + @2, 21 — 9, 321 — 429)
Hallar las ecuaciones matriciales respecto de las correspondientes bases cano-
nicas de go f y fog. Obsérvese que, en este caso, ambas composiciones son
posibles.

Denotemos por A a la matriz asociada a f cuyas columnas son las imagenes
por f de los vectores de la base canénica de R? y por B a la matriz asociada
a g cuyas columnas son las imagenes por g de los vectores de la base canénica

de R?
1 2 3 L !
-1 1 5

3 —4
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Las matrices asociadas a go f y f o g son, respectivamente

0 3 3

14 —13
gof < BA=| 3 3 1 fog < AB =
16 —22
7T 2 —11
Las ecuaciones pedidas son:
T 0 3 8 1
gof R®°—R* = | o, |=]|3 3 1 T

Analogamente,
X 14 —13
fog:R* -R* = /1 =
) 16 —22

PROPIEDADES DE LAS OPERACIONES CON AA.LL.

SO

Siempre que las siguientes composiciones tengan sentido, y siendo f,g, y h
homomorfismos y A\ escalar, se verifica que:

(fog)oh=fo(goh)
(f+g)oh=foh+goh
ho(f+g)=hof+hog

Afog)=(Af)og=fo(Ag)

3.7 Ejercicios resueltos

Ejercicio 3.1 Determinar una aplicacién lineal f : R* — R3, sabiendo que
(—=1,0,0,1) y (1,3,2,0) constituyen un sistema generador de Ker f y que los
vectores (1,1,1) y (0,—2,1) generan a Img f.

SOLUCION: Para que quede determinada una aplicacién lineal debemos co-
nocer los transformados de una base, por lo que, en primer lugar, debemos
establecer una base de R* como una ampliacién de la base de Ker f.

-1 0 0 1
1 3 0 2 -1 0
= =3#0
0 0 1 0 13
0 0 0 1
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una base de R* est4 constituida por
Bgr: = {(-1,0,0,1),(1,3,2,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)}

Una aplicacién f con las condiciones requeridas es la que transforma es en
(1,1,1) y eg en (0,—2,1), por lo que

f(_la 07 07 1) = <07 07 O)
f( 1,3,2,0) = (0, 0, 0)
f( 0’07130) - (17 L, 1)
f( 0,0,0, 1) = (O, -2, 1)
Es decir
-1 1 0 0
0 0 1 0
0 3 0 0
A =10 0 1 =2 =
0 2 1 0
0 1 1
1 0 0 1
-1
-1 1 0 0
0 0 1 0
0 3 0 0
A= 0 1 -2 —
0 2 1 0
0 1 1
1 0 0 1
0 —2/3 1 0
A=| -2 0 1 =2 siendo 2’ = Ax
1 -1 1 1 -

Ejercicio 3.2 Sean V' y W espacios vectoriales reales de dimensiones 3 y 4
respectivamente, B = {v1, v9,v3} una base de V, B" = {wy, wy, w3, w,} una de
W'y f la aplicacién lineal determinada por:

f(’l)l) = 2w1 — W3 + W3 + Wy
flv2) = wy — 2ws 4+ wy
flvs) = 4w — ws + 3wy

a) Obtener las ecuaciones de f.

b) Determinar Ker f e Img f.
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SOLUCION:

a) Por tratarse de dos bases de U y V se tiene

reV = T = TV + ToUs + T3U3

¥ = f(x) e W = 2’ = 2w + zhws + zws + 2jw,
y como por ser f lineal se verifica que
f(x) = f(z1v1 + 2909 + w303) = 21 f(01) + 22f (v2) + 23f(V3) =

.1'/ = (233’1 —|—4.’L'3)'LU1 + (—$1 + 9 —l’g)U)g -+ (33’1 — 2332)11}3 + (331 —+ 9 +3.CL'3)’LU4

Al ser unicas las coordenadas de un vector respecto de una base, las
ecuaciones de f son

x) = 2xy + dag

xTh = —T1 + To — T3

xh =11 — 21

xﬁl:xl—l-xg—}—?)xg

b) Para determinar Ker f resolvemos el sistema

211 +4x3 =0
—r1+ To— x23=0
T — 2% =0
1+ 9+ 313=0

2 0 4 1 0 2 1 0 2 1 0 2

—1 1 -1 —1 1 -1 0 1 1 0 1 1
— — —

1 -2 0 1 =2 0 0 -2 =2 0O 0 0

1 1 3 11 3 0 1 1 0O 0 0

es decir, las ecuaciones implicitas de Ker f son

Ker f r1+ 223 =0
er =
To + .L'5:O

Sus ecuaciones paramétricas vienen dadas por
’IJ1:—2A .7?2:—)\ .’L’gZA

y una base de Ker f es

BKorf - {(_27 _17 1)}
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Para determinar la imagen, debemos ver qué columnas de A son lineal-
mente independientes.

2 -1 1 1 2 -1 1 1 2 -1 1 1
o 1 -2 1 -0 1-2 1 — 0 1 -2 1
4 -1 0 3 0o 1 -2 1 o 0 0 0

Asi pues, una base de la imagen es

Bimg 5 = {(2,-1,1,1),(0,1,-2,1)}
|

Ejercicio 3.3 Consideremos la aplicacién lineal f : R® — R?2, definida por
f(z,y,z) = (=22 + y,3z). Calcular las ecuaciones de f

a) Respecto de las bases candnicas.
(B ={(1,2,-1),(0,1,0),(3,1,1)} de R?
b) Respecto de las bases y

B ' ={(0,2),(—-1,1)} de R?
C ={(1,1,1),(0,1,0),(0,0,1)} de R3
¢) Respecto de las bases y

={f(1,1,1), f(0,1,0)}  deR?

\

SOLUCION: Sean By B’ las bases canénicas de R? y R? respectivamente.
a) La base canénica de R? es B = {(1,0,0)(0,1,0),(0,0,1)} y sabemos que

fler) = £(1,0,0) = (=2-1+0,-3-0) = (=2, 0)
fle2) = f(0,1,0) = (=2-0+1,-3-0)=( 1, 0)
fles) = £(0,0,1) = (=2-0+0,-3-1) = ( 0,-3)

por lo que llamando Az a la matriz asociada a f respecto de las bases
canonicas, se verifica que

-2 1 0 -2 1 0
ABB/(GIGM):( 0 0 3) — ABBJ:( 00 3)

es decir
-2 1 0
Ags = ( ) con = Apsig

0 0 3
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b) Sabiendo que el cambio de base de la base B a la base candnica B’ viene

dado por
0 —1 , ,
< 2 1 > l‘B/ - IB’

y que el de la base B a la canénica B viene dado por

0 3
2 1 1 |x,=up
-1 0 1
se tiene
0 3
/ 0 -1 /
Ty = Apgty = ( 9 1 ) T, = Agp 2 1 1 |z, —
-1 0 1
-1 0 3
/ 0 —1 /
Z’ = - Ay 2 1 1 |z, < 2, = AT,
-1 0 1
es decir

0 1\ /-2 1 0 Lo 3
A = B B 2 1 1 |=
BB <2 1)(003)
1 0 1
N R
0 -1 5

Las ecuaciones de f respecto a las bases B y B’ son, por tanto

VRV _1>

P A A =
xr T Ccon BB ( O _1 5

¢) Teniendo en cuenta que

fL,1,1)=(-2-14+1,3-1) = (-1,3) L
£(0,1,0) = (=2-0+1,3-0) = ( 1,0)} — " ={(-1,3),(1,0)}



130 Aplicaciones lineales.

y procediendo igual que antes llegamos a que

-1 1 00
-1 1 -2 10 1 01
ACC,: 110 |=
3 0 00 3 011
1 01

Las ecuaciones de f respecto a las bases ¢ y ¢’ son, por tanto
1 01
/
Lor = Acc/xc con ACC’ - ( 0 1 1 >

Ejercicio 3.4 Sea f el endomorfismo de R? definido por
e f(1,1,0) = (3,6,9).
e Si L =< (1,2,3) > entonces z; = x3 es una ecuacién implicita de f~1(L).
e En la matriz asociada a f respecto de la base canénica a;; = 1y azz = 3.
Se pide:

a) La matriz asociada a f, respecto de las bases candnicas.

b) La dimensién, una base y unas ecuaciones implicitas de Ker f e Img f.
SOLUCION:
a) Al tener una sola ecuacién implicita

dim f~*(L) = dim R* — niimero de ecuaciones implicitas = 3 — 1 = 2

r1 =Ty — Bffl(L) = {(1,0, 1), (0, 1,0)}

Sabemos entonces que

£(1,1,0) = (3, 6, 9) 110 3N 1
F,0,1)=(\203)\) » = Al 101 |=]6 2\ 2u | =
f(0,1,0) = (1, 24, 3p1) 010 9 3\ 3u

-1

3 A u 110 3—p p =3+A+pu
A= 6 2\ 2u 1 01 = 6—-2u 2u —6+4+2X+2u
9 3\ 3u 010 9—-3p 3p —=9+3X+3u
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an=1=3—-—pu=1 = p=2
azz3 =3 = —94+3\+3u=3 = —-94+3N\+6=3 = A=2

por lo que
1 21
A= 2 4 2
3 6 3
b) El nicleo viene determinado por Az = 0, por lo que sélo tiene una

ecuacién implicita
Ker f=u,+ 205 4+23=0

Sus ecuaciones paramétricas son
T =2 A—p To=A x3=4

A=1, p=0 = (=2,1,0)
A=0, p=1 = (=1,0,1)

es decir, una base del nicleo es

Bxer r = {(—2,1,0),(—=1,0,1)} = dimKer f =2

Para determinar la imagen de la aplicacion, sabemos que las columnas
linealmente independientes de la matriz A constituyen una base de Img f,
por lo que

Bimgf ={(1,2,3)} = dimImgf=1

Las ecuaciones paramétricas son
Ilz)\ ZEQZQ)\ ZE3:3)\

y las ecuaciones implicitas

I f 21’1—[1}2:0
meg | =
5 31’1—3133:0

Ejercicio 3.5 Sean los homomorfismos f : R* — R3y ¢g : R® — R3 tales
que:

1. f(el) = (1727 _3)7 f<€2) = (27 173)7 f(63) = (1737 _3)
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R, T
2. (1,0,0,1) € f~Y(L), siendo L = { 1T

xh— x5 =0
3. ¢(0,0,1) = (1,1,-1)
4. Kergo f=ux1 — 29+ 13— 224 =0

Determinar:

a) f.gygolf.

b) Unas ecuaciones implicitas de Img g o f.

¢) Una base de (go f)(L1), siendo Ly =x; — 23+ x4 =0

SOLUCION:

2)

2\

A = B,={(2,1,1)}
A

L

/ ! __

/ / z
T, — 225 =0

- x

x

WS NS =

(1,0,0,1) € f5L) = f(1,0,0,1) € L = f(1,0,0,1) = (2\, A, \)

f(1,0,0,1) = (2A, A, N)

£(1,0,0,0) = (1,2, —3) } = flea) = (2A=1,A=2,A+3)

Podemos decir por tanto, que

1 2 1 2x-1
A= 2 1 3 rx=2
3 3 —3 A+3

Por otra parte,

ZE2:>\
Kergo f=x1 — 29 + 23 — 2004 —

T3 =W

Ty =7

por lo que una base de Ker g o f viene dada por

Bxergor = {(1,1,0,0),(—1,0,1,0),(2,0,0,1)}
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reKergof = gof(x)=0 = g(Aszx)=0

y dado que
b2 30 2A+1
1 0 0
Ay — 31 xt2
0 1 0
00 X-—3
0 0 1

sabemos que

(3,3,0) = (0,0,0)
9(0,1,0) = (0,0,0)

2 +1,A+2,A—3)=(0,0,0)
9(0,0,1) = (1,1,-1)

300 0 1
Al 31 0=]10 0 1
0 01 0 0 —1
de donde
0 0 1\ /300)\ 0 0 1
Ay = 0 1 310 == A, = 0 1
—1 0 01 0 0 —1
22 +1 0
Ademss, A, ( A+2 | =10 ) =
A—3 0
0 0 1 2 +1 A—3 0
0 0 1 A+2 | = A=3 |=10 = A=3
0 0 —1 A—3 -A+3 0
por lo que
1 2 1 5
Ag=1] 2 1 3 1
-3 3 -3 6
La matriz asociada a la aplcacién compuesta go f es Agoy = A, - Ay
-3 3 -3 6
Apr=1 -3 3 =3 6

3 -3 3 —6
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b)

Una base de Img go f la forman las columnas linealmente independientes
de la matriz Ay, por lo que sélo consta de un vector

BlmgQOf - {(17 L _1)}
Sus ecuaciones paramétricas son
T = A To = A T3 = -
y por tanto, sus ecuaciones implicitas son

Tl — T9 = 0
Imggo f =
La variedad L; = x1 — x5 + 24 = 0 tiene por ecuaciones paramétricas
Ty=AN—p Tp=\ Xz=p x4="7
por lo que una base de L; es

B, ={(1,1,0,0),(0,0,1,0),(-1,0,0,1)}

y un sistema generador de go f(L1) lo forman los transformados de dichos

vectores:
1 0 -1 1 0 -1
-3 3 -3 6
1 0 0 1 0 0
Agof = -3 3 -3 6 =
0 1 0 0 1 0
3 =3 3 —6
0 0 1 0 0 1
0 -3 9
= 0 -3 9
0 3 =9
por lo que

Byosry) = {(1,1,-1)}
[ |

Ejercicio 3.6 En R?, respecto de la base canénica, se consideran las varieda-
des lineales:

Lli.CE—y:O L2:<(1,—1,1)>
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a) Probar que R3 = L; & Ls.

b) Calcular, respecto de la base canénica, la matriz de todos los endomor-
fismos f de R? tales que f(L1) C Ly y f(0,1,0) = (1,0, —1).

¢) Comprobar que todos los endomorfismos del apartado anterior tienen, a
lo sumo, rango 2. ;Existe algin endomorfismo de rango 17

d) Encontrar f € End(R?) que cumple las condiciones del segundo apartado
y que ademds (1,1,1) € Ker f, f(1,0,—1) = (=3,2,—1). {Es tinico? En
tal caso, calcular una base de los subespacios f~!(L;) vy f(L2).

SOLUCION:

a) Las ecuaciones paramétricas de L; son
Ty = A Tog = A r—3=u
por lo que una base de L; es
B, ={(1,1,0),(0,0,1)}

Un sistema generador del subespacio suma lo constituyen los vectores de
la base de L; junto con el vector (1, —1,1) de la base de Lo, y dado que
los tres son linealmente independientes L; + Lo = R3.

Ademds, por ser dim(L; + Ly) = dimR? = 3

3=2+1—dim(L;NLy) = dim(L1NLy) =0 = LN Ly = {0}

por lo que la suma es directa, es decir

L& L, =R?

F(1,1,0) = (A, =\, )
b) f(L1) C Ly =
f(0,0,1) = (p, —pt, 1)

y al ser f(0,1,0) = (1,0,—1) se tiene que

100 AN oop 1
Arl1o0o1]=] =2 = 0| =
010 A op -1
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Aoop 1 1 00 A—-1 1 pu
A= =X —p 0 1 01 = -2 0 —p
Aou —1 010 A+1 -1 p
c)
A—-1 1 pu A—-1 1 pu
—A 0 —p — -1 1 0 —
A+1 -1 2 =2 0
A—-1 1 p A0
— -1 1 0 — -1 1 0
0 0 0 0o 0 O

de donde se deduce que el rango de los endomorfismos no puede ser 3,
es decir

rg f <2

Para que rg f = 1 han de ser A = u = 0, en cuyo caso nos queda el
endomorfismo cuya matriz asociada es

-1 1 0
Ay = 0O 0 O con rgf=
1 -1 0
d)
(L,L,1)eKerf = f(1, 1, 1)=( 0, 0, 0) .
f(]-a 07 _]-) - <_37 7_1)
A—=1 1 pu 1 1 0 -3
—A 0 —p 1 o0l=10 2 ==
A+1 -1 u 1 -1 0 —1
A+ A—1-— 0 -3
H H A+ pu=0
—“A—pu =X +up =10 2 — N = 2
Afu A+l—p 0 —1 n=
es decir, A = —1 y =1, por lo que la solucion es unica
-2 1 1
A = 1 0 -1
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Como Ly = x; — x5 = 0, la ecuacién implicita de f~*(L;) viena dada

por
-2 1 1 T
(1—1 o) 10 -1 ml|l=l0o]| =
0 -1 1 23 0
1 =A+2u
f_l(Ll) =31+ 22+ 223=0 = To9 = 3\
x3:3,u

=1 p=0 = (1,3,0)
= Bfil(Ll) = {(173? O>/ (27073)}

A=0 p=1 = (2,0,3)

Como un sistema generador de f(Lsy) estd constituido por los transfor-
mados de una base de Lo y ésta sdlo tiene al vector (1,—1,1) que se

transforma mediante f en

-2 1 1 1 -2
1 0 -1 -1 | = 0
0 -1 1 1 2

una base de f(Ls) la constituye el vector (—2,0,2) o bien cualquiera

proporcional a él, es decir

Bf(L2) :{(1707_1)} [ |

3.8 Ejercicios propuestos
Ejercicio 3.7 Consideremos la aplicacién lineal f: R® — R? definida por
f(l’, Y, Z) = (233 Ty, —z 0)
a) Determinar Ker f y hallar una base de dicho subespacio.

b) Hallar el rango de f.
c) (Pertenece (6,—2,0) a Ker f?

Sol: Berr = {(1,—2,0)}, 1gf =2, (6,—-2,0) & Ker f.
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Ejercicio 3.8 Consideremos la aplicacién lineal f : P[z] — R* que a cada
polinomio p € Ps[z] le asigna (p(0), p(1),p(2),p(3)). Se pide:

a) Calcular las ecuaciones de f respecto de las bases candnicas.

b) Obtener las coordenadas de f(2z* — x + 1) respecto de la base candnica
de R*.

¢) Determinar Ker f e Img f.

Sol: 10 0
1 11
a) ' = Azx con A=
1 2 4
1 39

b) (1,2,7,16).
C) Kerf = {0}7 Blmgf - {<1a1717 )7(()’17170)7(0’0’173)}‘

Ejercicio 3.9 Sea f el endomorfismo de R? tal que Ker f viene dado por

1 + 29 + x3 = 0 y unas ecuaciones de Img f son ot ig i 0 respecto de
una base B de R3 2
a) Hallar las ecuaciones de f respecto de B.
b) Determinar f2.
1 1 1
Sol: Las ecuaciones de f son 2/ = Az con A = 0 0 0 |y /flesel
-1 -1 -1

endomorfismo nulo.

Ejercicio 3.10 Sean f : ' — I una aplicacién lineal cuyas ecuaciones, res-
pecto de las bases By B’, son

X1
) -1 1 2 0
/ ZCQ
T5 = 2 1 -1 1
/ x3
T 1 2 1 1
Ty

y L un subespacio de E. Determinar f(L) en los siguientes casos:
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a) Una base de L estd formada por los vectores v y w, cuyas coordenadas
respecto de B son (3,0,2,1) vy (4,2,2,2) respectivamente.

b) Unas ecuaciones implicitas de L son:

I — £L’1—$2+2£L’3—334:0
$1+l’2+l‘3—$4:0

Sol:  a) By = {(1,5,6)} b) By = {(1,0,1),(0,1,1)}.

Ejercicio 3.11 Sea f la aplicacién lineal de R3 en R* que respecto de las
bases candnicas tiene por ecuaciones:

T 1 2 5

o N B I A T I
P I S R N e
z, 5 01 —2) 3"

Determinar f~1(L) para los siguientes subespacios L de R*:

a) Las ecuaciones implicitas de L son axq + bxy + cxs + dzy = 0.

+ 2z9 + Ty
31’2—$3+Q34:O

b) Las ecuaciones de L son: { o
c) L=<(1,0,-1,-1),(1,-1,0,2) >.

Sol:
a) f7YL) = (a—2b+c+5d)x1+ (2a—b—c+d)xo+ (ba—b—4c—2d)x3 = 0.

b) f_l(L) =221+ 29+ 23 =0.

Ejercicio 3.12 Sea f : R® — R* la aplicacién lineal tal que
f(el) = (L 1a 07 1) ) f(e2) = (_1727070) ) f(e?)) - (Oa37 07 1)
Hallar la matriz asociada a f respecto de las bases

B=1{(1,2,1),(0,1,2),(0,0,1)}

y
B’ =1{(1,0,0,1),(2,1,0,1),(0,0,1,0),(0,0,0,3)}.
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—-17 —-17 -6
Sol: A= 8 5 3
0 0 0

R

Ejercicio 3.13 Sea B = {u1,us, us,us} una base de R* y sean f y ¢ los
endomorfismos de R* determinados por:

flu) = (=1,2,0,—1) g(u1) = (2,0,0, 1)
f(uz) = (0,0,—1,0) g(uz) = (0,1,-1,0)
fluz) = (=2,4,-1,-2) gluz) = (2,1,-1,1)
fug) = (0, 0 0 1) 9(us) = (4,0,0, 2)

a) Determinar las matrices asociadas a f y g, respecto de la base B.

b) Idem para 3f, 2f —g, gofy fog.

10 -2 0 2 0 2 4
2 0 4 0 0 1 1 o0
Sol: A = A, =  Asp =3 Aj,
o 0 -1 -1 o™ o -1-1 o™ f
10 -2 1 10 1 2

Agpg=2-Ap — Ay, Agoy = AgAy y Ajog = AsAy.

Ejercicio 3.14 Sea f el endomorfismo de R? determinado por
f,1,1)=(1+a,1,14a), f(0,1,1) = (a,1,1+a), f(0,0,1) =(0,1,a)
y sean Ly, Ly las variedades lineales de R? definidas por:

.T1+$2:0

21’1 — T2 =

L15$2—$3:0 LQE{

a) Hallar la matriz de f respecto de la base canénica.
b) Estudiar para qué valores de a es f un automorfismo.

c) Hallar una base y unas ecuaciones implicitas de la variedad lineal
Ly = [ (f(L1) + L)

d) Determinar para qué valores de a es R® = Ly @ Ls.



Ejercicios propuestos 141

Sol: 1 4 0
a) A= 1 0 1
a 1l a

b) f es automorfismo Va € R.

c) Sia# 0 Ly =R3? mientras que sia =0 L3 = L; = x5 — 3 = 0 siendo
B, ={(1,0,0),(0,1,1)}.

d) a=0.
Ejercicio 3.15 Sean f, g € End(R?) tales que:

1. f(z1,x9,x3) = (z1 + X3, 71 — Ty + T3, Ta)

2. ¢(1,0,0) = (1,1,1)

3. g(f(x1,22,23)) = (0,0,0) V (11,29, 73) € R3.
Se pide:

a) Demostrar que Ker g = Img f.

b) Hallar las matrices asociadas a g y f o g, respecto de la base canonica.

c) Hallar unas ecuaciones implicitas de Img f o g respecto de la base cané-
nica, y una base de Ker f o g.

1 -1 -1 2 -2 —2
Sol: Ag=| 1 =1 =1 |, Apg=1]1 -1 -1 |,
1 -1 -1 1 -1 -1

1'1—233’2:0

Img fog= Bxer rog = {(1,1,0),(1,0,1)}

Lo — T3 = 0 ’
Ejercicio 3.16 Sean f,g: R®> — R* definidas por:
f($,y,z)=(x,—y,z,x+y+z) Yy g(x,y,z)Z(—m,y,Zx,—x—y—i—Z)

a) Hallar la expresién matricial de f + g respecto de las bases canénicas.

b) Idem para 3f — 2g.
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¢) Determinar Ker f y Kerg. jEs Ker f + Kerg = Ker(f + ¢)?

000 5 0 0
000 0 -5 0
Sol: Af+g = 2 0 1 s Agf_Qg = 4 0 3 R
0 0 2 5 5 1
Ker f = {0}
Kerg = {0} —> Ker f + Ker g # Ker(f + g).

dimKer(f +g) =1

Ejercicio 3.17 En el espacio vectorial R* y respecto a la base canénica se
consideran las variedades lineales siguientes:

L=< (1,4,1,-1),(2,3,2,3) > R=<(0,1,0,0),(1,0,—1,2) >
To — Ty = 0

M =< (1,1,1,-3),(3,-2,3,—4),(3,-2,3,-4) > K :
2372 + 3374 =0

Sea f el endomorfismo dado por:
£(0,1,0,0) = (—1,3,0,—1) f(1,-1,1,-1) = (1,—2,a,b)
f(1,1,0,-3) = (m,—=5,n,2) Kerf=LNnM f(K)=R
a) Hallar la matriz asociada a f respecto a la base canénica.
b) Hallar la matriz asociada a f respecto a la base:

B =1{(-1,2,0,-1),(0,1,0,0),(1,-2,1,0),(0,1,0,—1)}

0 -1 -1 -1 1 10 0

13 3 3 0 1 0 O
Sol: a) b)

0O 0 1 0 0 0 1 0

0 -1 -2 -1 0O 0 0 O

Ejercicio 3.18 Para cada A € R se define la aplicacion lineal
S RY = RP fa(wr, w3, 24) = (A1 + 29,21 + A3, Ty + 24)

a) Estudiar los valores de A que hacen que f) sea inyectiva, sobreyectiva o
biyectiva.
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b) Hallar una base de Ker fs.
c) Sea la variedad lineal L de R?* de ecuaciones r; = x3 = 0, calcular fo(L).

d) Dada la base de R?, B = {(1,0,1),(0,1,1),(1,1,0)}, hallar la matriz de
f1 respecto a la base canénica de R* y B de R3.

BKeTf2 = {(27 —4, _174)}7

Sl A =0 = biyectiva
ol:
A #0 = solo sobreyectiva

0 1 —1/2 1/2
fo(L) =< (1,0,0),(0,0,1) >, Acs(fi) =] 0 0 1o 1k
1 0 1 —1f

Ejercicio 3.19 Sea f el endomorfismo de R? definido por:

e El vector (1,0, 1) se transforma, mediante f, en si mismo.

e La variedad lineal de ecuacién x; — x5 = 0 también se transforma en si
misma mediante f.

e La matriz asociada a f, respecto de la base canonica, es simétrica y de
traza nula.

a) Hallar la matriz A asociada a f respecto de la base candnica.

b) Es posible determinar una base del nicleo sin necesidad de hallar sus
ecuaciones? Razona la respuesta.

c) Siendo H la variedad lineal generada por los vectores (1,1,1) y (2,2,0),
hallar una base de f'%(H).

d) Determinar una base de f(L) N H donde L es la variedad de ecuacién

T3 = 0
0 -1 1
Sol: A = -1 0 1 s Kerf = {O}, BleQG(H) = {(0,0,1),(1,1,0)},
11 0
Byuynn = {(1,1,-2)}






4. Ortogonalidad.

El concepto de espacio vectorial surgié como una generalizaciéon del espacio
de los vectores geométricos tomando como punto de partida las propiedades
de dichos vectores que provenian de la suma y el producto por un escalar.
Asi se definieron: subespacios vectoriales, dependencia e independencia lineal,
transformaciones lineales, etc.

Para los vectores geométricos hay otros conceptos como los de longitud o
norma, dngulo de dos vectores, etc., que no se contemplan al hacer la an-
terior abstraccion y que, por tanto, hasta ahora no tienen significado alguno
en un espacio vectorial abstracto.

Se trata ahora de superponer a una estructura de espacio vectorial una nueva
estructura que nos permita hablar de angulos y distancias y conviene tener en
cuenta que a partir de este momento el cuerpo base del espacio vectorial, que
antes era un cuerpo K cualquiera, serd el cuerpo R de los ntimeros reales o C
de los niimeros complejos.

En el estudio de los vectores geométricos, se definen angulos y distancias y, a
partir de ellos, se introduce el concepto de producto escalar o producto interior
de vectores. En el proceso de abstraccién se tomaran como axiomas para
definir un producto escalar las propiedades que caracterizan al producto escalar
de los vectores geométricos y, a partir de él, se introduciran los conceptos
métricos de angulos y distancias.

145
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4.1 Formas bilineales.

Definicién 4.1 [FORMAS BILINEALES)

Sea V' un espacio vectorial real. Una forma bilineal b sobre V' es una aplicacion

b:V xV — R tal que:

b(z +2',y) = b(x,y) + b(z', y)
Va,y,o',y €V
= (¢ bz,y+y)="0b(xy) +bz,y)
VaeR

blaz,y) = bz, ay) = a - b(z,y)

o Se dice que b es simétrica si
bz, y) =bly,x) Va,yeV

e Se dice que b es definida positiva si

b(z,z) >0 Ve eV con blx,z)=0 <= =0

Definicién 4.2 [MATRIZ ASOCIADA A UNA FORMA BILINEAL]

Sea B = {uy, us,..., u,} una base de Vyb:V xV — R una forma bilineal.

n n
Ve,yeV = xzzxiui y:ijuj
i=1 j=1

bz, y) = b(z T, ijuj) = Z zy;b(ui, u;)
i=1 j=1

ij=1
y en forma matricial

b(ur,u) bluy,ug) -+ blug,uy,) Y1
D)= (o 2y - @) b(u2., uy) b(u2l, us) b(U/Q., Up,) y.g
b(un', uy) b(un’, ug) e (U, uy) Yn

bz, y) =2 Ay

siendo A = <b(ui, U’]))

1<ij<n
A esta matriz A se le denomina matriz asociada a la forma bilineal b respecto
de la base B.
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Este resultado tiene su reciproco, es decir, cualquier matriz cuadrada A define
la forma bilineal
b(a,y) =z Ay

e Si b es simétrica, la matriz A es simétrica.

e Si b es definida positiva, se dice que la matriz A asociada a b es una
matriz definida positiva

4.2 Producto escalar.

Definicién 4.3 [PRODUCTO ESCALAR]
Se denomina producto escalar sobre un espacio vectorial V' a cualquier forma
bilineal, simétrica y definida positiva definida sobre V.

El producto escalar de dos vectores x ey se representa por (x,y) y, teniendo
en cuenta que se trata de una forma bilineal simétrica y definida positiva, viene
dado por

(z,y)=2"Ay

donde A representa la matriz del producto escalar respecto de una determinada
base B de V.

Definicién 4.4 [ESPACIO VECTORIAL EUCLIDEO]

Un espacio vectorial real sobre el que se ha definido un producto escalar se dice
que es un espacio vectorial euclideo y se representa por el par [V, ()]

El producto escalar no es uinico pues pueden definirse numerosas formas bili-
neales simétricas y definidas positivas sobre un mismo espacio vectorial.

Ejemplo 4.1 Los productos definidos a continuacién son productos escalares
en R? respecto de la base B = {uy,us}

2 0
hd <$ay>:2$1y1+3x2y2:($1$2)<0 3> <zl>
2

8 3
° <I;y>:8I1yl+3x2y2+31’2y1+8x2y2:(1;1 :)32)<3 8) (?h) .
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sComo podemos deerminar la matriz de un producto escalar respecto
de una base B?

Teorema 4.1 Para determinar el producto escalar de dos vectores cuales-
quiera es necesario y suficiente conocer los productos escalares (u;,u;) de los

vectores de una base B = {uy,...,uy}.
Demostracién. Sea [V, ()] un espacio euclideo y B = {uy, us,..., u,} una
base V.

n n
Vi,yeV — =Y zu e y=Y» yu —
Jj=t

i=1

(z,y) = O, Y wjug) = > wiyiug,ug)
i=1 j=1

ij=1
por lo que el producto escalar queda determinado si, y solo si, se conocen los
¢ productos (u;,u;) = a;; de los vectores de la base B, siendo

(z,y) = Z LiijY; = at Ay

i,j=1
donde
<u17u1> <U1,U/2> <u17un>
A: <u27u1> <u27u2> <u27un>
<un7u1> <un;u2> <un;un>

Dicha matriz A recibe el nombre de matriz de Gram correspondiente al pro-
ducto escalar considerado respecto de la base B. [ |

Teorema 4.2 La matriz asociada a un producto escalar, respecto de cualquier
base, es simétrica y reqular. El reciproco no es cierto.

Demostracidn.

a) Es simétrica por ser el producto escalar una forma bilineal simétrica.

b) El tnico vector x € V tal que (z,y) =0 Vy €V esz =0 ya que de lo
contrario se tendria (z,z) = 0 con x # 0 lo que contradice la hipdtesis
de ser definida positiva.
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Probar que A es regular equivale a probar que el sistema Azx = 0 sélo
admite la solucion trivial.

Supongamos que existe algin vector no nulo z € V tal que Az = 0.
Entonces,

VyeV (A2)Ty=0 < 2TATy=2"Ay=(2y)=0

Pero (z,y) =0 Yy € V = 2z = 0 lo que contradice la hipdtesis de ser
z # 0y por tanto, no existe ningtin vector no nulo z € V' tal que Az =0
es decir, Az = 0 sélo admite la solucién trivial, por lo que A es regular.

1
El reciproco no es cierto ya que A = 3 1 no es la matriz de un

producto escalar a pesar de ser simétrica y regular, pues

o323

y por tanto A no representa a una forma bilineal definida positiva. m

Si la matriz A = ({u;, u;j ))1<ij<n del producto escalar es la matriz unidad se

tiene que

(z,y) =2y

y diremos que se trata del producto escalar candnico.

Como la expresién matricial de un producto escalar depende de la base utili-

zada, cabe preguntarse

Dado un producto escalar cualquiera, ;existe siempre una base respecto
de la cual su matriz sea la matriz unidad?

Vamos a ver, a continuacion, que

1.- Siempre es posible en encontrar dicha base.

2.-

Un método que nos permita encontrarla.
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Definicién 4.5 [NORMA DE UN VECTOR]

Sea [V, ()] un espacio vectorial euclideo. Se denomina norma del vector x € V
al numero real positivo

2]l = +v/ ()
que tiene sentido ya que (x,x) >0 Y €V.

Proposicién 4.3 [PROPIEDADES DE LA NORMA|

e VeV |z >0 con [|z| =0 <= =0

VeeV y VaeR = |a-z|| =|aof - ||z

Ley del paralelogramo:

Va,yeV = |lz+yl* + o —ylI* = 2(/=l* + lyI*)

Desigualdad de Cauchy-Schwartz:
Va,ye Vo= [(z,y)] < [lz]l - |yl

Desigualdad de Minkowsksi:
Va,ye Vo= |lo+yll < [lz] + [yl

Vo,ye Vo= |zl = llyll <z =yl

Definicién 4.6 [ANGULO DE DOS VECTORES]

Sean x,y € V no nulos. De la desigualdad de Cauchy-Schwartz se deduce que

=zl -yl < (z,y) < lzf - [yl
y como |lz]| 0 |yl #0 =
1< Sy)
B e 7
(z,y)

1] - [lyll
forman los vectores x e y.

Al nidmero se le define como cos o diciéndose que a es el angulo que

—

(z,y) = [zl - llyll - cos (z,y)
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4.3 Ortogonalidad

Definicién 4.7 [VECTORES ORTOGONALES|

Sea [V, ()] un espacio vectorial euclideo. Se dice que los vectores x,y € V,
no nulos, son ortogonales respecto del producto escalar () si se verifica que

(r,y)=0.

Teorema 4.4 [TEOREMA DE PITAGORAS]

Sea [V, ()] un espacio vectorial euclideo. Dos vectores x,y € V son ortogonales
st, y solo si,
Iz + yll* = =] + Iyl

Demostracion.
e Siz ly
lz+yl* = ((z+y). (@ +y)) = (z,2) + (z.y) + (y.2) + (y,y)
y como (z,y) = (y,x) =0, (z,z) = [[z]*y (y,y) = [y]|* se tiene que
=+ yll* = ll=l* + [yl
o Sifla+yll* = llo]* + Iyl
lz+yl* = ((z+y). (@ +y) = (z,2) + (z.y) + (y.2) + (y,y)
Como (z,y) = (y,z)
lz +yll* = (2, 2) + 2(2,y) + (v, y) = [2]* + 2(z,y) + [yl
Dado que, por hipotesis es
=+ yll* = ll=l* + Iyl

se obtiene que
(r,y)=0 = z Ly.

Definicién 4.8 Sea [V, ()] un espacio vectorial euclideo y sean H y H' dos
subconjuntos no vacios de V.
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Se dice que H es ortogonal a H', y se denota por H 1. H', si

(r,y)=0 Yz e H y Yye H'

Se define el conjunto ortogonal a H y se denota por H+ al conjunto

Ht={zecV : (z,y)=0 Vyc H}

Se dice que H es un conjunto ortogonal si (z,y) =0 VYax,y € H con

TFY

Se dice que H es un conjunto ortonormal si es ortogonal y verifica

ademds que ||z|| =1 Vo € H

Teorema 4.5 Si dos subconjuntos H y H' de un espacio vectorial euclideo
[V, ()] son ortogonales, entonces son disjuntos, es decir H N H' = {0}.

Demostracién. Size HNH = z€e H y z€ H'.

zeH ze H

H1H }:>(z,z):0:>z:0:>HﬂH’:{O}

Teorema 4.6 Sean H y H' dos subconjuntos ortogonales de un espacio vecto-
rial euclideo [V, ()]. Las variedades L (H) y L (H') también son ortogonales.

Demostracién. Para cualesquiera que sean los vectores y € Hy z € H’
n
yeL(H) = y:Zaixi con x; € H
i=1

m
z€e L(H) = z:Zaix; con zie€ H'
j=1

(y,2) = (D, Y Bixh) =Y > aiby(wi,a))
i=1 j=1

i=1 j=1

Vi=1,2,...,n
Vi=1,2,....m

y por tanto, L(H) L L (H'). |

HL1H = (x,2;)=0 { = (y,2)=0
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Teorema 4.7 Sea [V, ()] un espacio vectorial euclideo y H C V' una variedad
lineal de V. El conjunto H+ ortogonal de H es otra variedad lineal de V que
llamaremos subespacio ortogonal de H o variedad ortogonal a H.

Demostracién. Para cualesquiera que sean los vectores z1,zo € H* y los
escalares a, 3 € R se tiene que

Vye H = (a1 + fr2,y) = alx,y) + 0{xy)=a-0+5-0=0

Es decir,

Vye H axi+frs Ly < oz + Pz, € HE
por lo que H* es una variedad lineal de V. [
Teorema 4.8 Si H = {xy,xs,...,2,} es un subconjunto ortogonal de un es-

pacio vectorial euclideo [V, ()], es un sistema libre. En otras palabras, los
vectores x1,xa, ..., T, son linealmente independientes.

Demostraciéon. Sea ayxq + -+ - + apxy, + - - - + a2, una combinacién lineal
cualquiera de los vectores de H.

a1x1+...+akxk+...+anxn:0 e

(e + -+ aprp + -+ aprp, o) = (0,2) =0 VeE=1,2,...., n =

ap{xy, xp )+ Foap(Tr,xp )+ F ap( Xy, 2 ) =0
Como H es ortogonal y (zg,x) # 0
(zj2,) =0 Vi#gk = ap(rp,2)=0 = =0 Vk=1,2,..., n

por lo que H es un sistema libre. [

El Teorema (4.8 nos lleva al siguiente resultado: si disponemos de n vectores or-
togonales uq, ..., u, de un espacio vectorial V' de dimension n, dichos vectores
constituyen una base B de V.

sComo se ve afectada la matriz de un producto escalar cuando efectua-
mos un cambio de bases en el espacio V ¢

Sea [V, ()] un espacio vectorial euclideo y consideremos dos bases de V'

By ={uy,...,un} 'y Ba=A{vy,..., 0.}



154 Ortogonalidad.

La matriz P correspondiente al cambio de bases de la base By a la B; (consti-
tuida, por columnas, por las coordenadas de los vectores de la base By respecto
a la By) es tal que si denotamos por x; y xo a un mismo vector respecto a las
bases By y Bs se obtiene que

1 = Pxy
Sean A; y Aj las matrices asociadas al producto escalar () respecto de las

bases B; y Bs respectivamente.

Como el producto escalar de dos vectores es independiente de la base elegida
(z1,00) = (22,52) <= o] Ayn = 25 As o

y teniendo en cuenta que

i =z PT y oy =Py,

obtenemos la igualdad
lL‘gPTAl PyQ = IgAQ Yy < l’g(PTAl P)yg = ngQ Yo —> AQ = PTAl P

Se dice entonces que las matrices Ay y Ay son congruentes.

Podriamos ahora responder, s6lo en parte, a la pregunta de si es siempre
posible encontrar una base B de V' respecto de la cual el producto escalar sea
el canonico.

En efecto, para que asi sea, debe verificarse que la matriz de Gram sea la
matriz unidad

A = ((ui, uj)i<ijen = In
es decir, que

(uj,uj) =0 sit#j

< V21 Vie1 } <= B es ortonormal
Uiy Uy ) = t1=1,...,Nn

lo que nos permite dar el siguiente resultado.

Teorema 4.9 Un producto escalar definido sobre un espacio euclideo [V, ()]

es el producto escalar canonico si, y solo si, estd referido a una base ortonormal
B deV.
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Podemos entonces replantear la pregunta de la siguiente forma:

Dado un espacio euclideo [V, ()], ses siempre posible encontrar una
base ortonormal de V 7

Evidentemente, si la respuesta es si, habremos probado que siempre es posible
encontrar una base respecto de la cual el producto escalar es el canénico.

El siguiente teorema nos responde, no sélo a la pregunta sino que ademas va
a respondernos a la segunda que nos haciamos, ;cémo encontrarla?

Teorema 4.10 [METODO DE ORTOGONALIZACION DE GRAM-SCHMIDT]|

Todo espacio vectorial euclideo [V, ()] admite una base ortonormal.

Demostracion. La demostracién del teorema es constructiva, es decir, veamos

como a partir de una base B = {vy, v,..., v,} cualquiera de V' podemos
construir otra base ortonormal B* = {uy, ug,..., u,}.
a) A partir de B vamos a construir primero otra base B' = {wy, wa, ..., w,}

ortogonal. Para ello tomemos w; = v
Consideremos wy = vy + agjw; con {(wy,we ) = 0. ;jExiste wy?
(wr,wa) = (wi,v2 + ag1wy ) = (wy,v2) + ag (wy,wy ) =0=

(wi,v2)

o) = —
B s ]®

ya que ||ws]| # 0 por ser w; = vy # 0.

Tomando ahora ws = v3 + azawy + az1w; con (wy, ws) = {(wy, w3 ) =0,

tenemos ( > ( >
Wz, U3 Wy, U3
Qgp = —————— Q31 = ———
[[wo 2 [Jwr 2
Si hemos calculado, en general wq, ws, ..., w, hacemos entonces,
W41 = V41 + Qg1 g Wk + -+ Qg1 2W2 + Qp11W1
con la condicion (wgi1,w; ) =0 Vi=1,..., k, obteniéndose:
Oék+1i=——<wi’vk;1> 1=1,2,..., k
[[wi |

Se obtiene asf la base ortogonal B'{wy, wy,..., w,}.
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b) A partir de B’ vamos a construir la base B* = {uy, us,..., u,} ortonor-
mal.
w.
Para ello, u; = m lo que implica que [ju;l| =1 i=1, 2,..., ny por
w;
tanto

(uj,uj) =0 si i#j
< Uiy Ug > =1
por lo que B* es una base ortonormal de V.
. . : ) 2
Ejemplo 4.2 Sea [V, ()] un espacio vectorial euclideo y sea A = )

1

2
matriz del producto escalar asociada a la base B = {vy, v} = {(1,—1),(2,0)}
de V.

a) Tomamos, en primer lugar w; = v; y hacemos
W = Vg + )\’LUl
con la condicion de que wsy L wy, es decir
<U2 + )xwl,w1> = <’UQ,U)1> + >\<w1,’w1> =0

Dado que

men=(20) (1) (1)
men=(1-0)(33)(4) -2

A=—-1 — wgzvg—wlz(l,l)

= 24+2\=0

b) Normalizando los vectores obtenemos

W w w11
Ul T Ve V2 VEVE
o= (1 1) (35) (1) -
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Por lo que
1 -1 1 1

F=U5nn""% %

)}

es una base ortonormal de V.

Obsérvese ahora que dado que la matriz de paso de la base B* a la base B es
11

P = < vz VB ) la matriz del producto escalar referida a la base B* viene

11
V2 Ve
dada por
B 2 1 11
VAR 1 2 Vi 6
11 11
— | v2 V2 > ( V2 V6 ) —
3 3 1 1
V6 V6 2 V6
(10
~\o1
Es decir, se trata del producto escalar canénico. [l

4.4 Ejercicios resueltos
Ejercicio 4.1 Se considera, en el espacio euclideo R?, la base B = {ey, e, €3}
tal que:

<61761>:2 <617€2>:0 <€1,€3>:1
(eg,e9) =1 (e2,e3) =—1 (e3,e3) =2

a) Hallar la matriz de dicho producto escalar respecto de la base B.

b) A partir de B’ = {(1,1,1),(0,1,—1),(0,2,0)} de R? hallar una base
ortonormal.

SOLUCION:

a) La matriz de Gram es
<€1,€1> <€1,€2> <61,€3> 2 0 1
A= <61,€2> <€2,€2> <62,63> - 0 1 -1

(e1,e3) (eae3) (es,e3) I -1 2
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b) Denotemos por v}, v}y v4 alos vectores de la base B" y vamos, en primer
lugar, a ortogonalizarlos por el método de Gram-Schmidt (después los
normalizaremos).

uy =v; = (1,1,1)

/ /
uy =vy+ My con uh Lu] = A= -— <v2,u1>
2 0 1
(vhyuf)=(0 1 -1 0 1 -1 -2
1 -1 2
2 0 1
(upup)=(1 1 1)1 0 1 -1
1 -1 2

2 1
wp = v+ g = (0,1, =)+ Z(L11) = —2(2,7,-3) ~ (2,7, -3)

!,

Vs, U

ugJ_u’lz>/\:—<:,)” ,1>

o (g, )
Uy = Vs + Aup + puy con "
Vs, U

uy Luly = p=—33-2

(uy, uy)

(vh,uf)=(0 2 0] 0 1 -1 1

(vh,ub)=(0 2 0) 0 1 -1

[\)
[a)
—_
=~ N
Il
[\
)

1 -1 2 -3
2 0 1 2
() =2 7 -3 |0 1 -1 7 | =105
1 -1 2 -3
20
uly = vy + Ay + pubh, = (0,2,0) — 10F —(2,7,-3) =
10
- —E(Zl, —7, —6) ~ (4, —7, —6>

luall = /{uy, ) =
lug]| = v/{uh, uy ) = V105
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2> 0 1 4
(ug,ug>:(4 _7 —6) 0 1 -1 7 |=21
1 2 )\ =6

sl = /() = V21

Normalizando los vectores obtenemos

u) ( 11 1 )
Uy = = \"r= =y T =

[uill V5 V5 V5

A ( 2 7 —3)
u = = s s
Tl V105 V105 V105

uly ( 4 -7 —6
Uz = = ) )
ST V2L VRl VRl

por lo que la base ortonormal buscada es

)

1 1 2 7 3 4 -7 —6

1 _
V5 V5 75)’ (\/105’ V105’ \/105)’ (\/ﬁ’ V21 V21

)}

Ejercicio 4.2 En el espacio euclideo R?, con el producto escalar

(7,y) = 2191 + Yoy + T3y3 + 224Y4
se considera el subespacio
L =<(1,0,-1,0),(0,2,3,1) >

Determinar el subespacio ortogonal de L.

SOLUCION: Lt esté constituido por todos los vectores de R* ortogonales a los
de L, lo que equivale a decir que es ortogonal a los vectores de la base de L,
por lo que

L*={zecR": 21 (1,0,-1,0) y = 1(0,2,3,1)}

La matriz del producto escalar viene dada por

o O O =
o O = O
o = O O
N O O O
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por lo que las ecuaciones implicitas de L+ son

1 000 T 0

1 0 -1 O 0100 T 0
p— i

0o 2 3 1 0010 T3 0

00 0 2 T4 0

7L = Ty — x3+4r4 =0
| 229+ 3234+224=0

Ejercicio 4.3 Sea V un espacio euclideo de dimension tres y consideremos la
base B = {uy,us,us} en la que:

il = 1, Jluzll = 1, [Jus||* =5
<U1,U2> = O
el vector 2u; — uz es ortogonal a los vectores u; y us.

Calcular:

a) La matriz del producto escalar, respecto de la base B.

b) Una base ortonormal de V', asociada a la base B.

SOLUCION:
) (ugu) = | =
(ur,ug) =
(2u; —uz,uy ) =0 = 2(up,uy) —(ug,u; ) =0 = (ug,uz) =2
(uz, up ) = [luz|” =1
(2uq —ug,uz) =0 = 2(uj,ug) — (usg,ug) =0 = (ug,uz) =0
(us,uz) = [lus||* =5

por lo que la matriz de Gram del producto escalar es

<€1761> <€1762> <€1763> 1 0 2
A= <€1,€2> <€2,€2> <€2,€3> == 010
<61,63> <€2,€3> <€3,€3> 2 0 5
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b)
v = t =u
1= = Uy
[Jual]
0
Uy =uUs + Avy con vh L v = A:—%:—IZO —
1, V1
/ Uy Uz
U2:U2+0'U1:UQ:>1)2: AT = U2
logll  fluzll
vy = uz + Avy + @y con
2
i Ly = A= _two)  lww) 2,
§01,U1> éulyulg 1
U3,U2> ug, Uz
vh L vy = u= Al
’ ? a <U2702> <U2,U2>
por lo que
vy =1u3 — 2 vy +0- vy =uz — 2uy
||U:/a||2 = (v5,v5) = (uz — 2uy,uz — 2uy ) =
= (ug,uz) — 4(uy, uz) +4(up,uy) =1
por lo que
’U3: U3 :'U3
[[vs]]

y la base buscada es

B = {ui, ug, uz —2u;}

Ejercicio 4.4 Dada la forma bilineal de R3 definida por

T-Y =T1Y1 + T1Y2 + T2Y1 + QZoYs — TaY3 — T3Y2 + T3Y3

a) Calcular o para que sea un producto escalar.
b) Para a = 3, hallar una base ortonormal de R3.

c) Paraa =3 L=x; —2y =0y M = x5 — x3 = 0, hallar una variedad
lineal de dimensién 2 que contenga a L+ y a M*.
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SOLUCION:

a) La expresion de la forma bilineal en forma matricial es

1 1 0 U1
<3c1 T xg) 1 o -1 Y2
0 —1 1 Ys

y se tratard de un producto escalar si la matriz es simétrica y definida
positiva.

Simétrica siempre lo es y para que sea definida positiva ha de verificarse

que
1 1
=a—1>0 — a>1
1l «o
1 1 0
1 a —1|=a—2>0 = a>2
0 —1 1

por lo que se tratard de un producto escalar st o > 2.

b) Para a = 3, la matriz del producto escalar es

1 1 0
A=11 3 -1
0 -1 1

Uy = €1 = (1,0,0)

(eg,uy) _ _egAul _ 4
<U1,U1> UTAUl

Uy = €3 —uy = (0,1,0) — (1,0,0) = (—=1,1,0) ~ (1,—1,0)

Ug =€ +Aup con us L uy —= A= —

uz = e3 + Auy + pus con

ug Lug = )\:_<e3,u1> _ g Ay 0
3 ! (ug,uy) ul Auy
(e3,uz) ul Aes 1
Luy = p=— _ ==
s U2 H (ug,ug ) ud Aug 2

1 1
U3 = €3 — —Ug = (0,0, 1) — 5(1, —1,0) = 5(—1, 1,2) ~ (1, —1, —2)
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Normalizamos ahora los vectores ortogonales obtenidos:

Uy Uy Uy

o= 1 ~ " _1,0,0
el Varae 1 %Y

U2 U9 U2 ( 1 —1 0)
b2 = - Y~ S

[[ua| Vud Ausy V2 V2 V2

us us us 1 —1 —2)
V3 =

Tl Vadam V2 VEVE Ve
Una base ortonormal de R? es, por tanto

B = {(1707 0)7 (1/\[7 _1/\/57())7 (1/\/§v _1/\/57 _Q/ﬂ)}

C) LEI1—JI2:0 - BL:{<17170)7(07071)}
M=xy—123=0= By ={(1,0,0),(0,1,1)}

Un vector pertenecerd a la variedad L ortogonal a L si es ortogonal a
los vectores de su base, por lo que las ecuaciones implicitas de LT serdn

1 1 0 T
1 10 0

1 3 -1 Ty | = —
0 01 0

0 —1 1 T3

LT: 21’1+4CL’2—1‘3:O <:)>LT: 2$1+3Z)§'2:0
o —l‘2+$3:0 N

Sus ecuaciones paramétricas son
T = -3 To — 2\ T3 — 2\

y una base de LT es Byr = {(—3,2,2)}.

Repitiendo el proceso para la variedad M obtenemos

1 1 0 T
1 00 0

1 3 -1 zo | = —
011 0

0 —1 1 T3

U7 = rT1+ x2=0 uT = T =
$1+2I2:O

y una base de M7 es Byr = {(0,0,1)}.
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La variedad LT + M7 las contiene a ambas y un sistema generador de
ella es el constituido por la unién de las bases de L+ y M+, es decir

{(-3,2,2),(0,0,1)}

y al ser linealmente independientes constituyen una base, por lo que
dim(L" + M") =2

Asi pues, la variedad buscada es

LT + MT =< (-3,2,2),(0,0,1) >

4.5 Ejercicios propuestos

Ejercicio 4.5 Dado, en el espacio euclideo R?, el producto escalar cuya ma-

1 01
triz asociada con respecto a la base canénica es | 0 1 1 |. Utilizando el
11 3

método de Gram-Schmidt, obtener una base ortonormal asociada a la base
{e1 +ea, ez, €1 + es}.

Sol: B = {(, Y2,0), (=15, 1,0), (1,1, —1)}.

Ejercicio 4.6 Dado un producto escalar en R3, cuya matriz asociada respecto
de la base canonica es:

3 1 -1
1 1 0
-1 0 1

a) Hallar la variedad lineal ortogonal a L =< (1,1,0),(0,1,—1) >.

b) Encontrar una base ortonormal de R?.
Sol:
a) Lt =<(1,-2,0) >

b) B = {(1/\/3’ 1/\/57 0)7 (1/\/57 _1/\/5’ 2/\/5)7 (1/\/57 _2/\/§7 O)}
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Ejercicio 4.7 Sea V el espacio vectorial de los polinomios de grado menor o
igual que 2 y B = {ey, 9,3} = {2% z,1} su base candnica.

1

— . Se pide:
iti+1 °P

Se considera el producto escalar definido por: (e;,e;) =

a) El dngulo de los vectores 1 y z.
b) Estudiar, para qué valores de a, son ortogonales = +a y x — a.

c¢) Ortonormalizar la base B.
35
Sol: arccos %, a =4/, {32% 152% — 20z, 422> — 140z + 105}.

Ejercicio 4.8 En el espacio euclideo R?, respecto de una base ortonormal, se
consideran el vector a = (1,1, 1) y el subespacio H = 6z = 4y = 3z.

a) Obtener una base ortonormal de H+.

b) Expresar a como = +y donde x € H, y € H*.

Sol: a) {(3 145, -10 145,6¢m),(2/\/5707 _1/\/5)}

b) x = (189, 27/, 36/9) y = (1120, 220, T/29).

Ejercicio 4.9 Se considera el espacio euclideo R? con el producto escalar que
respecto a la base canodnica tiene la matriz:

O =N
O N =
_ O O

a) Calcular el valor de a para que los vectores (1,2,a) y (a,—1,1) sean
ortogonales.

b) Si L es la variedad lineal de ecuaciones —x; 4+ x5 + 3 = 0, hallar unas

ecuaciones implicitas de L*.

c) Dado el vector v = (3,1, —1), descomponerlo en suma de dos vectores,
uno de L y otro de L.

d) Obtener una base ortonormal de R?, B = {uy,us, uz}, siendo u; € L*.
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Sol:
a) a=1
by pt=4 =l
- .1’1+1’3:O

¢) v=(220)+ (-1 —-1)con (220) €Ly (,-1,-1) € L*.

d) B = {(Yvs, s Ya), (¥, Yvis, Yors), (Y, s, 3/vis) }-

Ejercicio 4.10 Sea f : R® — R3 la aplicacién lineal definida por:
f(x1, 20, 23) = (21 + 22 + 23, 71 — T + T3, T2)

y sea L la variedad lineal

I = xl—i—xg:O
$1—|—ZE3:0

Si se define en R? el producto escalar cuya matriz, respecto de la base canénica
es:

S N =
S Ot
_ o O

a) Descomponer el vector (3, 3, 3) en suma de uno de f(L) y otro de [f(L)]*.

b) Determinar las variedades L+ + f(L) y L+ N f(L).
Sol: (3,3,3) = (=3,3,-3) + (6,0,6), L*+ f(L) =R’ LN f(L)={0}.

Ejercicio 4.11 Sea f una forma bilineal de R? cuya matriz, respecto de la
base canonica, es

4 -2 0
—2 2 1
0 1 «

a) Calcular el valor de o para que f sea un producto escalar.

b) Determinar « para que ademés, los vectores u = (1,1,1) y v = (0,3, —1)
sean ortogonales.
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c) Para el valor de a calculado anteriormente, determinar la variedad orto-
gonal a la variedad lineal L definida por x1 — x9 — x3 = 0.

d) A partir de las bases de L y L+, obtener una base ortonormal de R?.

Sol:
a) a> 1.
b) a=2

¢) Lt =< (1,0,-2) >.

d) B = {(1/\/57 1/\/57 0)7 (1/\/57 3/\/5’ _2/\/5)7 (1/2\/57 0, _1/2\/5)}'

Ejercicio 4.12 En el espacio euclideo R? se considera la base B = {uy, u, u3}

y se sabe que
1

— — Vije{1,2,3
irjo1 Vhieilzs)

(uiuj) =

a) Dada la variedad lineal L = x; + x5 = 0, encontrar L*.

b) Hallar una base ortonormal aplicando Gram-Schmidt a la base B.
Sol:

a) LJ‘: 6x1+2x2+ $3:0
a 21’1+9CL’2+91’3:O

b) B ={(1,0,0), (\/ga —2\/§> 0), <\/5> _6\/5, 6\/5)}

Ejercicio 4.13 En el espacio euclideo R? y respecto a una base ortonormal
se consideran las variedades lineales:

_ =0
LlE i 2 LQE$1+(1/$2+5$3:0
2.232—5133:0

a) Hallar o y ( sabiendo que L; es ortogonal a Ls.

b) Obtener dos bases By de Ly y By de Lo, tales que su unién B = By U By
sea una base ortonormal de R?.
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c¢) Utilizando la base B del apartado anterior, construir razonadamente una
transformacién ortogonal f de R tal que f(L;) C Lo. ;Se podria hallar
si la condicién fuese f(Lg) C Ly7

d) Demostrar que si g es una transformacién ortogonal de R?® y u es un
vector de R? tal que {u, g(u),¢*(u)} es una base ortonormal, entonces
g°(u) =u 6 g*(u) = —u.

Sol:

a) a=1y =2

b) Br={u1} = {(*vs, Y/ve, %/ve) }
By = {u2’u3} = {(1/\/57 _1/\/5’ 0)’ (1/\/5’ 1/\/57 _1/\/3)}

) flur) =ug, f(uz) =us, f(uz) =u1 = f(L1) C L2, no es posible en
el otro caso.

d) Observar que A, = e imponer la condicion de que sea

o~ o
— o o
= @ R

ortogonal.

Ejercicio 4.14 Sean las variedades lineales de R?:

2.I2 —5.7}3 =0

LELE — To — X :0 L,E
! 2 3 Y {21]1+4ZE3:0

Sea b una forma bilineal de R? cuya matriz respecto a la base candnica es

N

I
o N ow
=JN RN
2 o o

a) Calcular a para que b sea un producto escalar.

b) Hallar a para que las variedades L y L’ sean ortogonales.
c) Base y ecuaciones implicitas de L*.
)

d) A partir de las bases de L y L, obtener una base ortonormal de R?.
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Sol:
a) a>0
b) a=1
5 4y =0
c) Lt = LA B = {(—4a,5a,2)}.
3r1 + 229+ ars =0

Ejercicio 4.15 Se considera en R? la forma bilineal simétrica cuya matriz,
respecto de la base canodnica, es

1 1 0
1 2 —1
0 —1 a

a) {Para qué valores de a se trata de un producto escalar?

b) Calcular a sabiendo que, ademads, las variedades
=0
LE{$1 0 y L'=xy—-213=0

son ortogonales.

c) Obtener, para el valor de a obtenido en el apartado anterior, y a partir
de L y L', una base ortonormal B de R?.

Sol:
a) a> 1.
b) a =2

C) B = {(070’ 1/\/5)7 (170’ 0, )7 (_2/\/57 2/\/57 I/ﬁ)}






5. Autovalores y autovectores

5.1 Definiciones y propiedades

Sea T' € End(V') donde V' es un espacio vectorial definido sobre un cuerpo K.

Definicién 5.1 [AUTOVALORES Y AUTOVECTORES]

Se dice que A € K es un autovalor o valor propio de la transformacion T si
existe algin vector no nulo x € V tal que T'(x) = Ax. A dicho vector x no
nulo se le denomina autovector o vector propio de T asociado al autovalor .

Teorema 5.1 Todas las matrices asociadas a un mismo endomorfismo poseen
los mismos autovalores.

Demostracién. Sean A y A’ dos matrices asociadas a T' € End(V') respecto
a dos bases B y B’ de V respectivamente.

Sabemos que la relacion que existe entre A y A’ viene dada por
A= P 1AP

donde P representa a la matriz no singular del cambio de base de B a B.

St A es un autovalor de A = Jx €V, v #0 tal que Ax = A\x.
A=PAP' = Xz =Ax = (PAP 2 =PA (P 'z) =
P '(\x) = A(P'z) = MNP 'z)=A(P 'a)
Llamando y = P~z tenemos que A’y = \y.

171
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Alser v #0 = y = P~ l2 # 0 y por tanto, \ es un autovalor de A’

Reciprocamente, si A\ es un autovalor de A" existe un vector x # 0 tal que
A’z = Ax y por tanto,

Mt = Az = P'APr = P)\x = APx = A(Px)= \(Px) con Px #0

por lo que A es un autovalor de A. [

Teorema 5.2 Sea A una matriz asociada o T € End(V'). Se wverifican las
siguientes propiedades:

a) Si A es un autovalor de A, el conjunto V\ ={x € V : Ax = Az} es un
subespacio vectorial de V denominado subespacio propio de A asociado
al autovalor .

b) Los subespacios propios asociados a autovalores diferentes son disjuntos.

/\1 7é /\2 — V)\l ﬂV,\2 = {0}

c¢) Autovectores asociados a autovalores diferentes son linealmente indepen-
dientes.

Demostracién.

a) Ve,yeVy y Vo, e K =
Alaz + fy) = aAzx + Ay = alz + Ay = MNazx + By) =

ax + By € V, = V) es un subespacio vectorial de V.

reV,, = Az =\x
IEVMQV)Q — y -
reV,, = Az =)\

AMr=Xr = (A —X)x=0 con \{ Xy — =0 =
Vi, NV, = {0}.

¢) Lo demostraremos por induccién en 7.

e Sir =1 s6lo tenemos 7 que por ser autovector asociado a A\; es
x1 # 0y por tanto, {1} es un sistema libre.



Definiciones y propiedades 173

e Supongamos la propiedad cierta hasta r — 1 y probémosla para r.

Es decir, supongamos que x1, ..., x,_; son linealmente independien-
tes y probemos que 1, ..., x,_1,x, también lo son.

De la combinacion lineal:
oxy+ -+ oap_ 12— +o,x, =0 (5.1)

se tiene que

Azr:aixi =0 = iai/mi =0 = iai)\i:vi =0
i=1 i=1 i=1
oMz + o N1 F Nz, =0 (5.2)
Multiplicando la ecuacién por A\, obtenemos:
oNT] A+ N Ay =0 (5.3)
y restando la ecuacion a la ecuacion obtenemos
ag(M =Mz + o+ (Ao — A ) =0

Al ser, por hipétesis de induccién, x4, . .., x,_1 linealmente indepen-
dientes, se tiene que

051<>\1 - )\'r) = 0, Ty ar—l(/\r—l - )\'r> =0

)\17£A] Sll#j = oy =---=q_1 =0
que llevados a la ecuacién (5.1)) nos queda

a,x, =0 con z, 20 = a, =0
Es decir,
o+ a1t tor, =0 —= q;=01<i<r

Por tanto, x1,...,2,_1, 2z, son linealmente independientes. [ |

De las propiedades anteriores se deduce el siguiente resultado:

Proposicion 5.3 Silos autovalores A\, Aa, ..., A son todos distintos, la suma
Vs @ Vo, ©--- @D V), es directa.



174 Autovalores y autovectores

PROPIEDADES DE LOS AUTOVALORES

a) A es un autovalor de A si, y sdlo si, det(A — A) = 0.

e Si \ es autovalor de A
d7eV T#0 talque AT= 7 = (M —A)T=0

Es decir, el sistema (A — A)x = 0 admite solucién T no trivial y
por tanto, la matriz del sistema es singular.

det(\] — A) =0

o Sidet(\ — A) =0
El sistema (A — A)x = 0 admite solucién T no trivial, por lo que

M—-AT=0 = AT =XT = \ es autovalor de A.

b) A admite el autovalor nulo si, y sdlo si, el endomorfismo T al que repre-
senta es no inyectivo.

e S5t A =0 es autovalor de A
Jx#0 talque Ar=0x=0 < T(z)=0 =
Ker(T) # {0} = T no es inyectivo.
e 5i T no es inyectivo
Ker(T) # {0} = Jz#0 talque T(z) =0 =
Ar =0 < Az =0x = A admite el autovalor nulo.

c) Si A es autovalor de A asociado al autovector x, A —k lo es de A — kI
asociado al mismo autovector x.

Si A es autovalor de A se verifica que
Ar =Xz = Av—kx=Xr—kr = (A—kl)e=(\—k)z =

A — k es un autovalor de A — kI asociado al autovector z.
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d) Si A\ es un autovalor de A asociado al autovector x, \™ es autovalor A™
asociado al mismo autovector x cualquiera que sea m € N.

A autovalor de A asociado a z = Az = \z —
A’z = A(Az) = A(\x) = M(Az) = AAz) = Nz

Adr = A(A?%z) = A(N%x) = N2 (Ax) = N2 (A\x) = A3z

Amg = A(A™ 1) = AN lz) = X HAz) = X () = A

por lo que \™ es autovalor de A™ asociado al autovector = cualquiera
que sea m € N.

e) A\ es autovalor de A si, y sélo si, el endomorfismo NI — T, cuya matriz
asociada es NI — T, es no inyectivo.

Es consecuencia directa de la segunda y tercera propiedad.

Como consecuencia tenemos que:

o Vi =Ker(AI —T)

e Las ecuaciones del subespacio propio V) se obtienen del sistema ho-
mogéneo

(A — A)z =0

y por tanto

dimV =n = dimVy, =n —rg(A\l — A)

Ejemplo 5.1 Dada la matriz A = , A = 6 es un autovalor aso-

w o o
R RN
[N

ciado al autovector x = (1, s, 2/3) ya que

4 4 2 1 6 1
0 21 s | =1 1 | =6 Y | &< Az =6z
32 1 2 4 2,
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El subespacio propio asociado al autovalor 6 viene dado por las soluciones del

sistema
2 —4 =2 T 0 Ty = 6
(6l —A)xr =0 — 0 4 -1 o | =10 — To = A
-3 =2 5 XT3 0 T3 = 4\
Ve =< (6,1,4) > O

s Como podemos determinar cudles son los autovalores de una matriz
cuadrada A?

Teniendo en cuenta la primera de las propiedades de los autovalores, vamos
a ver que los autovalores vienen dados a través de las raices del denominado
polinomio caracteristico de la matriz.

5.2 Polinomio caracteristico de una matriz.

Definicién 5.2 [POLINOMIO CARACTERISTICO]

Se denomina polinomio caracteristico de una matriz A € K™ al polinomio
de grado n que se obtiene desarrollando el determinante de la matriz \I — A.

p(\) = det(M] — A)

La ecuacion p(\) = 0 se denomina ecuacion caracteristica.
Teorema 5.4 Matrices semejantes tienen el mismo polinomio caracteristico.

Demostracién. Si A y B son dos matrices semejantes, existe una matriz P,
no singular, tal que

B=P'AP = M —B=P'"\P—P'AP = P"'(\] — A)P —>
det(\ — B) = det(P~H(AI — A)P) = det P~ det(\ — A) det P
1
-1_ i _ .
det P~ = s = det(A] — B) = det(M — 4)

por lo que ambas matrices tienen el mismo polinomio caracteristico. [ |
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Anélogamente, se denomina polinomio caracteristico de una transformacion
T de V al polinomio de grado n = dimV que se obtiene desarrollando el
determinante de la matriz A\I — A, donde A es una representacién cualquiera
de la transformacién T

Corolario 5.5 El polinomio caracteristico de una transformacion no depende
de la matriz representacion que se tome.

Demostracién. Si A y B son dos matrices que representan a la misma trans-
formacién T', sabemos que son semejantes y por el Teorema[5.4] tienen el mismo
polinomio caracteristico. [ |

Teorema 5.6 Los autovalores de una matriz son las raices de su polinomio
caracteristico.

Demostracion. Es consecuencia directa de la primera propiedad de los auto-
valores. n

Una consecuencia inmediata de los resultados anteriores es que tanto los au-
tovalores como los autovectores son valores intrinsecos de la transformacion y
no dependen de la matriz que la represente, es decir, no dependen de la base
que se tome del espacio V.

Ejemplo 5.2 Imaginemos en el plano real R? una transformacién que consiste
en reflejar un vector tomando como eje de reflexién (como espejo) una direccién
determinada.

Supongamos que, respecto de la base candnica, el eje de reflexién (el espejo)
es la direccion del eje OY, es decir la direccién del vector (0,1) (véase la

Figura .
Podemos observar que todos los vectores proporcionales al (0, 1), es decir,

situados en el eje OY se quedan invariantes, mientras que todos los situados
en el eje OX (proporcionales al (1,0)) se transforman en su opuesto.

Se tiene por tanto que

es decir, la reflexién que hemos definido tiene dos autovalores

)\1:]. y )\2:—1



178 Autovalores y autovectores

(0,)
f(z) x
(—x,0) (x,0)
Espejo

Figura 5.1: Una reflexion de eje OY

y las variedades propias asociadas son, respectivamente

Tomemos ahora como base de R? las direcciones de las bisectrices de los cua-

drantes (véase la Figura [5.2)).

Espejo

Figura 5.2: La misma reflexiéon cambiando los ejes.

¢ Qué hemos cambiado?

El eje de reflexion sigue siendo el mismo que antes, sélo que ahora no viene
determinado por la direccién (0, 1) sino por la (1,1) o para ser més precisos,
por la (v/2/2,v/2/2) que son las coordenadas del antiguo vector (0, 1) respecto
al nuevo sistema de referencia.

Los vectores proporcionales al (1, 1) seguirdn quedéndose invariantes mientras
que los proporcionales al (1, —1) se transformardn en su opuesto, es decir

)\1:]. y )\2:—1
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y las variedades propias asociadas son, respectivamente
Vi =< (V2/2,V2/2) > vy Va =< (V2/2,-V?2/2) >
En resumen, los autovalores son los mismos, y los autovectores también son

los mismos, lo inico que ha cambiado de los autovectores son sus coordenadas
porque hemos cambiado de base, pero siguen siendo los mismos vectores. [J

Definicién 5.3 [MULTIPLICIDAD ARITMETICA DE UN AUTOVALOR]

Se define multiplicidad aritmética de un autovalor X de una matriz A, como
la multiplicidad de X como raiz del polinomio caracteristico de A.

Teorema 5.7 Si la multiplicidad de un autovalor es «, se verifica que

1 <dimV, <«

Teorema 5.8 Si p(A) = X" + ;X" ' 4+ -+ + a,_1 A + @, es el polinomio ca-
racteristico de una matriz A, se tiene que

a; = (—=1)" Y M;(A)
donde M;(A) representan a los menores principales de orden i de la matriz A.

En particular se verifica que:

e La suma de los autovalores coincide con la traza de la matriz
i=1
e Fl producto de los autovalores es igual al determinante de la matriz

i=1
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0 2
Ejemplo 5.3 SiA=]| 2 -1 3 |, su polinomio caracteristico
2 0

p(/\) = /\3 + al)\2 + CLQ)\ + as
verifica que

a=(—1)'(1—1+0)=0

aQ:(—1)2< N Y e Y >:—1—2—6:—9
2 —1 1 0 2 0

1 0 2
as=(-132 -1 3|=-4

1 2 0

El polinomio caracteristico de A es entonces

p(N) =X —9x—4 ]

5.3 Diagonalizacién por semejanza

Definicién 5.4 [MATRIZ DIAGONALIZABLE]

Una matriz A € K™ se dice diagonalizable si es semejante a otra matriz
diagonal D, es decir, si existe una matriz P € K™"*" no singular tal que

d 0 - 0

i o a0
P7AP=D con D= L )
0 0 - d,

En este caso se dice que D es una forma diagonal de A y que P es la matriz
de paso.

P7'AP = D = AP = PD y si P, representa la columna i-ésima de P
tenemos

AP, =d;P;, i=1,2,...,n
por lo que los elementos d; ¢ = 1, 2,..., n de la diagonal de D son los
autovalores de la matriz A. Por tanto, salvo reordenacién de los elementos
diagonales, la matriz D estd determinada.
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5.3.1 Endomorfismos diagonalizables.

Definicién 5.5 Un endomorfismo T :'V — V' se dice diagonalizable si lo es
cualquier matriz A representacion de T

Esta definicién no tendria validez de no verificarse el siguiente teorema.

Teorema 5.9 Si A es una representacion diagonalizable de T entonces, cual-
quier matriz B representacion de T es también diagonalizable.

Demostraciéon. Si A es diagonalizable existe una matriz P, no singular, tal
que P~'AP = D.

Al ser A y B representaciones de T' son semejantes, es decir, existe una matriz
@ no singular tal que A = Q~'BQ.

D=P'AP =P 'Q 'BQP = (QP)'B(QP) —

B es diagonalizable. [

Obsérvese que cuando una matriz A es considerada como una representacion
de un endomorfismo 7', no es valida su diagonalizacion mediante transforma-
ciones elementales, ya que el sistema de vectores columnas que se obtiene no
es equivalente al original, es decir, no genera el mismo espacio vectorial que el
sistema original de vectores columnas.

Podemos decir entonces que un endomorfismo 7' : V' — V es diagonalizable
cuando existe una base de V respecto a la cual la matriz asociada a T es
diagonal.

Anélogamente podemos decir que una matriz cuadrada A es diagonalizable si
esta asociada a un endomorfismo diagonalizable.

Teorema 5.10 Sea A € K"*" una matriz con n autovectores linealmente
independientes 1, ..., x, y sea P = (x1 -+ x,) la matriz cuyas columnas son
dichos autovectores. Entonces P~YAP = D donde D es una matriz diagonal
cuyos elementos diagonales son los autovalores de la matriz A.
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Demostracidn.

AP = A(zy z9 -+ xp) = (Axy Axg -+ Axy) = (Mxg Aoz -+ A\py) =

M O - 0
0 Xy -+ 0
= (11 72 -+ Tp) L ) =PD
0 0 - M\,
Como los vectores x1, x3,..., x, son linealmente independientes, P es no
singular y por tanto invertible. Entonces,
AP = PD — P 'AP = D. n

Obsérvese que si z es un autovector asociado al autovalor A, cualquier vector
pux proporcional a él sigue siendo autovector de A asociado a A, por lo que la
matriz P no es Unica, a menos que busquemos una matriz P cuyas columnas
tengan todas norma 1.

¢ Es siempre diagonalizable una matriz?

La respuesta es NO. Veamoslo con un ejemplo.

01
Ejemplo 5.4 El polinomio caracteristico de la matriz A = ( 00 ) es

p(A) = A? por lo que sus autovalores son \; = Ay = 0.

Los autovectores asociados a su unico autovalor A = 0 vienen determinados
por Az = 0x = 0 por tanto

(53)(2)=(5) = === s a0

es decir, no posee dos autovectores linealmente independientes.

Si A fuese diagonalizable su forma diagonal seria

- (32)-(20)

P1l'AP=D < A=PDP' — A=P R I B £ A
0 0 0 0

por lo que A no es diagonalizable. O
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Como sabemos que a autovalores distintos corresponden autovectores lineal-
mente independientes, podemos dar el siguiente corolario.

Corolario 5.11 Toda matriz cuadrada A € K"*" que posea n autovalores
distintos es diagonalizable.

En el Ejemplo [5.4] vimos que A no tenia 2 autovectores linealmente indepen-
dientes y que no era diagonalizable, pero

spodemos asequrar que si A no posee n autovectores linealmente inde-
pendientes no es diagonalizable?

La respuesta, en este caso es SI, pero para probarlo debemos ver algunos
resultados previos.
Teorema 5.12 [CARACTERIZACION DE LAS MATRICES DIAGONALES]

Una matriz D € K™ es diagonal si, y solo si, admite por autovectores a los
vectores e; de la base canonica de K™. Ademas, cada e; es autovector de D
asociado al autovalor d; (elemento i-ésimo de la diagonal).

Demostracién.
di O 0
0 dy» ... 0
D = ] o . = De; = die; =
0 O d,

d; es autovalor de D y e; es un autovector asociado a d;.

Reciprocamente, si eq,...,e, son autovectores de D asociados a Ay,...,\,
respectivamente, De; = \je; i=1,..., n.

Ahora bien, De; = i-ésima columna de D y por tanto

N O - 0
0 X ... O )
= L ) — D es diagonal.
0 0 - A\ ]

Teorema 5.13 Toda matriz A € K"*" diagonalizable posee n autovalores, no
necesariamente distintos.
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Demostraciéon. Si A es diagonalizable existe una matriz P no singular tal
que P"'AP =D

Como A y D son semejantes, poseen los mismos autovalores y dado que D
tiene n autovalores (d; i =1,...,n), A también tiene n autovalores. [ |

Obsérvese que si A € R™" como p(\) es un polinomio de grado n con coe-
ficientes reales y R no es un cuerpo algebraicamente cerrado, puede no tener
n raices (reales) y por tanto existirdan matrices A € R"*" que no posean n
autovalores.

Si trabajamos en C, es decir, si A € C™*"™, como C es algebraicamente cerrado,
A posee siempre n autovalores. Sin embargo, el teorema anterior nos dice que
si A es diagonalizable posee n autovalores pero el reciproco no es cierto.

Nos encontramos ahora en condiciones de dar respuesta a la pregunta que nos
planteabamos anteriormente.

Teorema 5.14 [CARACTERIZACION DE LAS MATRICES DIAGONALIZABLES]

Una matriz A € K™ es diagonalizable si, y solo si, existe una base de K"
constituida por autovectores de A, es decir, si A admite n autovectores lineal-
mente independientes.

La matriz de paso P tiene por columnas las coordenadas de dichos autovecto-
Tes.

Demostracién. La condicién suficiente qued$ probada en el Teorema [5.10]

Veamos entonces que si A es diagonalizable posee n autovectores linealmente
independientes.

A diagonalizable = 3 P no singular tal que P~'AP = D con D diagonal.

Al ser D diagonal, admite n autovalores (d; i = 1,..., n) y n autovectores
linealmente independientes (e; i = 1,..., n, vectores de la base canénica de

Por ser A y D semejantes poseen el mismo polinomio caracteristico y por
tanto, los mismos autovalores con las mismas multiplicidades aritméticas.

Dado que P es no singular
rg(A —d;I) =rg P~ (A~ d;I)P =rg(D — d;I) =

dimVy(d;) =n —rg(A —d;I) =n —rg(D — d;I) = dim Vp(d;)
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es decir, poseen también las mismas multiplicidades geométricas.

Como sabemos que a autovalores distintos corresponden autovectores lineal-
mente independientes, tenemos que el nimero de autovectores linealmente
independientes de una matriz viene dado por la suma de las multiplicidades
geométricas de sus autovalores, es decir, por

> dim Vy(\)
=1

Al ser dim V4 (d;) = dim Vp(d;) para ¢ = 1,...,r siendo r el nimero de auto-
valores distintos, y dado que D es diagonal se tiene que

> dimVp(d) =n = Y dimVa(d;) =n
=1

i=1

es decir, A posee n autovectores linealmente independientes. [ |

Corolario 5.15 Una matriz A € R™"™ es diagonalizable si, y solo si:

a) Todos sus autovalores son reales.

b) Para cada autovalor \ de A, la dimension del subespacio propio V) coin-
citde con la multiplicidad del autovalor.

5.3.2 Diagonalizacion de matrices simétricas.

Hemos visto bajo qué condiciones es diagonalizable una matriz cuadrada. En
esta seccion veremos que si la matriz considerada es simétrica siempre es dia-
gonalizable y ademas la matriz de paso puede ser ortogonal. Es decir, toda
matriz simétrica puede ser diagonalizada de la forma D = PTAP.

Teorema 5.16 Los autovalores de una matriz simétrica son todos reales.

Demostracion. Denotemos por A* a la matriz traspuesta conjugada de A.
Por ser A real y simétrica, es A = A*.

Si A es un autovector de A y v # 0 un autovector de A asociado a A se tiene
que Av = \v. Entonces:

vV'Av = v A = (VT AV)" = (v W) = v AT =0\ =
v Av = v = 0"\ = 0T Av = v d = vt = W' = (A — A\)vtu =0
vA0=1vv#0=A=)\= AcR. =
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Teorema 5.17 Autovectores correspondientes a autovalores distintos de una
matriz real y simétrica son ortogonales.

Demostracion. Sean v; y vy autovectores asociados a los autovalores A\ y Ay
con Ay # \o.

Av; = My vl Avy = vl My vl Avy = Aolvy (1)
—_— —_—
Avy = AUy vl Avy = vT M0 vl Avy = XovTvg  (2)

Trasponiendo (1) tenemos vi Avy = Aol vy y restdndola de (2) se obtiene:
()\2 — )\1)1){1)2 =0

Como A\; # Xy = v]vy =0 = wv; y vy son ortogonales. [ |

Teorema 5.18 Toda matriz real y simétrica es diagonalizable con una matriz
de paso ortogonal.

Esto es equivalente a decir que si A € R™"™ es simétrica, existe una base
ortonormal de R"™ constituida por autovectores de A.

Obsérvese que la matriz asociada a T respecto de la base B construida an-
teriormente es una matriz diagonal D cuyos elementos diagonales son los au-
tovalores de T y la matriz de paso es la formada por los autovectores de T
linealmente independientes verificindose ademés que P~ = P7| es decir, que
P es ortogonal. Por tanto,

D= PTAP

Para encontrar la matriz de paso P basta encontrar en cada subespacio propio
V(A) una base y ortonormalizarla. La unién de las bases asi buscadas es la
base de R™ ortonormal de autovectores que nos definen P.

3 —1
Ejemplo 5.5 Consideremos la matriz simétrica A = [ -1 3
0 0

Su polinomio caracteristico es
p(A) =A% —8X\2 420\ — 16 = (A — 2)*(\ — 4)

por lo que sus autovalores son el 2 doble y el 4 simple.
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Los autovectores asociados a A = 2 vienen dados por las soluciones del sistema

-1 1 0 T1 0 T =«
(2l —A)z =0 <~ 1 -1 0 g | =10 == To =«
0 0 0 T3 0 T3 =p

a=1 =0 = v, =(1,1,0)
Para — Vs =< V1,02 >
a=0 =1 = v,=(0,0,1)

Dado que v; L v,, una base ortonormal de V5 e la formada por los vectores

U1 V2

= (1 1 0
||,U1H (/\/57 /\/57 ) y Ug = HU2H

Uy =

= (0,0,1)

Los autovectores asociados a A = 4 vienen dados por las soluciones del sistema

1 1 0 Ty 0 I =«
4 —A)zr=0<«<= | 1 1 0 o | =10 | = { 22=—«
0 0 2 T3 0 IgZO

Por lo que
Vy =<w3> con vz =(1,-1,0)

Una base ortonormal de V3 viene dada por el vector

(1/\[ _1/\f7 )

us =

Hﬂ

Una base ortonormal de R? constituida por autovectores de A es la unién de
las bases obtenidas, es decir

B = {uh Uz, ud}
W 0 e
porloque P=1| 145 0 -1,/ con P! = PT es decir, P ortogonal.
0 1 0
Se verifica entonces que
2 00
PTAP=D=|0 2 0
00 4 0
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5.3.3 Abplicaciones de la diagonalizacién.

e POTENCIAS DE MATRICES

Si A es una matriz diagonalizable, existe otra matriz no singular P tal
que P'AP =D = A= PDP~'. Entonces:

A™ = (PDP YY" =pPDP . PDP .M. PDP' = PD"PT! —
A™ = ppmp!
e INVERSA DE UNA MATRIZ

A~' = (PDP~)"! = PD-1p-1,

dy -+ 0 1/dy --- 0
SiD= : — D' = s : =
0 - dy 0 1/d,
1/d, 0
Al=p : : P!
0 1/d,

5.4 Ejercicios resueltos
Ejercicio 5.1 Probar que las matrices

0 0 1 0 0

A=10 -1 1 vy B=|0 -1 o0

0 0 —1 0 0 —1

no son semejantes, pero poseen los mismos autovalores.

SOLUCION: Los polinomios caracteristicos son

A—-1 0 0
paAN) =M —Al=| 0 A+1 -1 |=A=-1DA+1)?
0 0 A+1
A—-1 0 0
pe(N)=A[—=B|=] 0 X+1 0 |=A-1O\+1)
0 0 A+1
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por lo que ambas tienen los mismos autovalores, 1 simple y —1 doble.

Para A = —1, los autovectores de A vienen dados por
—2 0 0 T
(=1 -A)zr=0 = 0 0 —1 o | =10 =
0O 0 0 T3 0
I = 0

— (0,0,1)
Lo = 0
es decir, no admite una base de autovectores y por tanto, no es diagonalizable,
mientras que B si lo es (ya es una matriz diagonal), por lo que A y B no son

semejantes. [ |
Ejercicio 5.2 Sabiendo que v; = (0,1,1), vy = (1,—1,0),v3 = (1,0, —1) son

los vectores propios de una aplicacién lineal f : R?* — R3, determinar la matriz
asociada a dicha aplicacién sabiendo que su primera columna es (1 2 3)T.

SOLUCION: Sabemos que A(v; v v3) = (Av; Agvg A3v3)

1 a « 0 1 1 at+ta 1l—a 1—«
2 b 0 1 -1 0| = b+06 2—-b 2—0
3 ¢ v 1 0 -1 c+v 3—c 3—v

Se debe verificar entonces que

a+a=
bl _cty b+B=c+r
1 1
l—a 2-0 b
1 —_—1:>a+ =
3—c=0 = c=3
l—a 3—7v

] = 4
1 I a+ 7y
2-0=0 = pB=2
El sistema obtenido de 6 ecuaciones con 6 incégnitas nos da como solucion
a=—-1,b=4,¢c=3, a=1, =2, y=3

por lo que la matriz buscada es
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1 a 0
S . 0o 1 1 _
Ejercicio 5.3 Dada la matriz A = 0 0 _1 . Se pide:
0O 0 0 -1

a) Hallar sus autovalores y autovectores.

b) Calcular a para que sea diagonalizable, obteniendo su matriz diagonal y
una matriz de paso.

SOLUCION:

a) El polinomio caracteristico es

A—1 —a 0 —1

0 X—1 -1 -2
\) = |\ — Al = =AN=1>2\+1)?
PO =N =Al=| T T = A=)

0 0 0 A+1

por lo que sus autovalores son 1 doble y —1 doble.

Para A = 1, sus autovectores verifican que (A — Iz = 0, es decir

0 a 0 1 Ty 0
ary =0

0 0 1 2 To 0
e — T3 = O

0 0 -2 0 T3 0
Ty = 0

0 0 0 -2 Ty 0

por lo que

e Sia# 0 sdlo tiene el autovector (1,0,0,0).
e Sia =0 obtenemos los autovectores (1,0,0,0), (0,1,0,0).

Para A\ = —1 con a = 0 (si a # 0 ya sabemos que no es diagonalizable),
sus autovectores verifican que (A + I)x = 0, por lo que

2 0 0 1 T 0 Ty = —/
0 2 1 2 = —-\—
X2 _ 0 . o A 20
0 0 0 0 T3 0 T3 = 2\
0 0 0 0 T4 0 Ty =21

obteniéndose los autovectores

(0,1,-2,0), (1,2,0,—2)
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b) La matriz es diagonalizable si a = 0, ya que sélo en ese caso admite una

base de autovectores.

La matriz de paso P tiene por columnas los autovectores y la matriz

diagonal tiene en la diagonal los autovalores (en el mismo orden que

hemos puesto los autovectores en P), por lo que P~*AP = D con

10 0 1 10 0
0 1 1 2 0 1 0
0O 0 -2 0 0O 0 -1 0
0O 0 0 =2 0o 0 0 -1

5.5 Ejercicios propuestos

Ejercicio 5.4 Hallar el polinomio caracteristico, el polinomio minimo, los au-

tovalores y autovectores de cada una de las matrices siguientes:

1 0 0 -1 1 2
A=10 1 0 B=| -4 3
3 1 2 -3 4

Sol:

(

p(A) = A3 —4X\2 + 5\ — 2
m(A) =A% =3\ +2
A9 N =250 =(0,01)
V10
_ -1 - _
( (10’07 10
B p(A) =m(X) = A3 —6X\2 + 12\ — 8
)\1:)\2:>\3:2 - (1,1,1)

Ejercicio 5.5 Sea f € End(R?) el endomorfismo que admite los autovalores
1, 2 y -1 con los vectores propios correspondientes (1,1,1), (0,1,2) y (1,2,1)
respectivamente. Obtener la matriz asociada a f, respecto de la base candnica.
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Ejercicio 5.6 Estudiar si las matrices siguientes son diagonalizables. Si lo
son, encontrar la forma diagonal y la matriz de paso:

2 0 —1 0 1 1 -1 1
4 -3 1 -3 0 0 -1 1
A= B =

6 —6 3 —6 0 —1 0 1

2 =2 1 -2 0 0 0 1
1/3 0 3hws Yuas 0O 0 0 ©

2/ 1 3 2

Sol: Para A: P = /s vz Phvi s y D= 0 0 0 0
23 0 3hy 3l 0 0 1 0
0 Y Yhw Y 0 0 0 -1

B no es diagonalizable.

Ejercicio 5.7 Estudiar para qué valores de a y 3, es diagonalizable la matriz

5 0 0
A=1 01 «
3 0 3

Sol: No se diagonalizable si f=1ya=00si=5y a=0.

Ejercicio 5.8 Se considera el endomorfismo f de R? que, respecto de la base
320
canonica, tiene por matriz A= | -1 0 0

0 0 3

a) Hallar los autovalores de f.

b) Estudiar si f es diagonalizable y, en caso afirmativo, encontrar una base,
respecto de la cual, la matriz de f sea diagonal.

Sol:
a) —2, —1y 3.
b) Bs diagonalizable. B = {(2/ss, 1.5,0), (+3, ¥3,0), (0,0, 1)},

Ejercicio 5.9 ;Bajo qué condiciones es diagonalizable la matriz

0 00
10
c 2

f

_QL = 2 =
N OO
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Sol:a=f =0.
Ejercicio 5.10 Encontrar la forma diagonal y una matriz de paso ortogonal
2 1 11
o 1 211
para la matriz simétrica A =
11 21
111 2
Ve  Ys Y Yo
_1 1 1 1
Sol: D = y P= vz Jvs fem e

0 —2s Y
0 0 =3/

o o O =
o O = O
o = O O
o O O

Ejercicio 5.11 Diagonalizar por semejanza, con matriz de paso ortogonal, las
siguientes matrices:

4 0 4 6
011 0 -1 0 0 a 1 —1
A=1|11 0 1 B = C= 1 a 1
4 0 0 2
1 10 -1 1 «
6 0 2 5
Sol:
Ve Yp Ys -1 0 0
A: P = —1/\/5 1/\/5 1/\/§ y D = 0 -1 0
0 —2s Ys 0o 0 2
—2/y 0 15 2/ -3 0 0 O
0 —1 —1
B p— /3 0 O v D= 0 0 O
2/3 0 24 1 0 0
/3 0 —23 2j3 0O 0 0 12
Y Yu o Ye a+1l 0 0
C:. P= —1/\/5 1/\/5 —1/\/5 y D= 0 a+1 0
1 s 0 —2/sp 0 0 a-—2
Ejercicio 5.12 Estudiar, segiin los valores de «, si son diagonalizables las
matrices:
1 -1 -2—-« l+a —a «
A=10 -1 « B=| a4+2 —-a a-1

0 O 1 2 -1 0
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Sol: A es diagonalizable si « = —4/3y B si a = 0.

Ejercicio 5.13 Determinar, segun los valores de a, b, ¢, cuando es diagonali-

a b c
zable la matriz A = 0 —1 0
0 0 1

Sol: No es diagonalizable sia =1y c# 0o0sia=—1yb#0, en los demas
casos lo es.

Ejercicio 5.14 Sea f € End(R*) definido por
f(xla Xo, T3, .T4) - (.Tl, 2x17 x1,T1 + CL.TQ)

Hallar a para que sea diagonalizable, obteniendo una base de R* en la que la
matriz asociada a f sea diagonal.

Sol: Es diagonalizable si a = 0, en cuyo caso

B = {(07 L, 070)7 (0707 1’0)7 (070707 1)7 (l/ﬁu 2/ﬁ7 l/ﬁa l/ﬁ)}

Ejercicio 5.15 Sabiendo que f € End(R)? es diagonalizable, que admite por
vectores propios a
(—-1,2,2), (2,2,-1)y (2,—1,2)

y que f(5,2,5) = (0,0,9), hallar los autovalores de f y su ecuacién en la base
canonica.

Sol: Sus autovalores son 2, -1 y 1 y su matriz asociada respecto a la base

2 —-10 2

, . 1
candnica A = 9 —10 5 8
2 8 11

Ejercicio 5.16 Diagonalizar, ortogonalmente, las matrices simétricas:

3 =1 0 5 —10 8
A=| -1 3 0 B=1] -10 2 2
0o 0 2 8 2 11

Sol:
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—V2fy 0 —V2) 200
A: P=| —v2p 0 V2f yD=1020
0O 1 0 00 4
—2f =1y —2/s -9 0 0
B: P=| =23 2 15| y D= 0 9 0
s 2/ —2f 0 0 18

Ejercicio 5.17 Sea f € End(R?) dado por:
f(x1, 20, x3) = (21 + axg + (v — 2)x3, T2+ 23, QT3)

a) Hallar los valores de « para los que la matriz de f, respecto de la base
canonica, es diagonalizable, encontrando una matriz de paso.

b) Para los valores de « anteriores:

b.1) Estudiar si f es inyectiva o sobreyectiva.
b.2) Dada L =< (1,2,—1),(0,3,1) >, hallar L N Ker f.
b.3) Hallar L', suplementario de Img f.

¢) Dar un subespacio H de dimensién 2, tal que f(H) = H.

Sol:
1 0 2 1 00
a)a=0,P=|0 1 -1 |,D=]010
0o 0 0 000

b) No es ni inyectiva ni sobreyectiva, L N Ker f = {0}, L' =< (0,0,1) >.
c) H=<(1,0,0),(0,1,0) >.

Ejercicio 5.18 Sea f € End(R)* cuya matriz y nticleo son respecto a la base
canodnica los siguientes:

3x1 — 23+ 314 =0

Ker(f)z{ A=

51’3 —3.1'4 =0

= o Q Ot

Sabiendo que f admite por autovalor A = 5, se pide:
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a) Determinar la matriz A.
b) Calcular los autovalores y autovectores.

c) Hallar la forma diagonal y una matriz de paso.

Sol:

M= 0 vy=( 0, 1, 0, 0)
=0 =(—4, 0, 3, 5
b) Autovalores v autovectores { (=4, 0, 3, 5
3 = 5 'U3:( 3, 0, 4, O)
>\4:10 U4:( 47 07_3; 5)
000 0 0 -4 3 4
000 0 1 0 0
c) D= y P=
005 0 0 3
0 0 0 10 0 5 0 5

Ejercicio 5.19 Sea f:R?—R? el endomorfismo tal que f(2,3,4) = (6,3,6) ,
los vectores (1,0,0) y (0,1, 1) son autovectores y la traza de la matriz asociada
a f respecto de la base candnica es 5. Se pide:

a) Hallar la matriz asociada a f respecto de la base canénica de R? en los
siguientes casos:

a.1) Sabiendo que f no es diagonalizable.

a.2) Sabiendo que el menor de sus autovalores es doble.

b) En las condiciones del apartado (a.2) hallar, si es posible, una base de
R? respecto de la cual, la matriz asociada a f sea diagonal.

1 -8 8 1 4 4
Sol: a.l) A= 0 9 —6 |, a2) A=]10 1 0
0 6 -3 0 -2 3

b) B=1{(1,0,0),(0,1,1),(2,0,1)}.

Ejercicio 5.20 Sean las variedades lineales de R*:
L:xi+x3=20+2x4=0 Yy L/:<(1,-1,0,0),(0,0,0,1)>

Sea f un endomorfismo del que se sabe:
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a) f(1,0,0,0) = (1,1,1,1).

b) (0,0,0,1) € N(f).

d

)
)

¢) f(L)C L.
) f(f(0,1,0,—1)) = (0,2,1,1).
)

e) rg(f) =

Determinar f, sus autovalores y decidir si es, o no, diagonalizable.

1 1 —9/4 O )\1 - O

Sol: A = bl fr 0 , Az =10 , no diagonalizable.
1 0 1 0 A3 =1
1 0 1 0 Ay = 1

Ejercicio 5.21 Sea f € End(R?) definido por:
f(1,0,0) = (5,—4,2)  f(1,1,0) =(1,1,4)  f(0,0,1) = (a,a,b)

Sabiendo que f posee un autovalor doble y que el otro autovalor es 0:

a) Hallar la matriz asociada a f respecto a la base canénica.

b) Estudiar si f es diagonalizable y, en caso de serlo, hallar su forma dia-
gonal y la matriz de paso.

c) Hallar, si es posible, una base ortonormal de R? respecto de la cual la
matriz asociada a f sea diagonal.

Sol:
5 —4 2
a) A= -4 5 2
2 2 8
2 1 1 000
b) Es diagonalizable. P = 2 -1 0 |yD=]|090
-1 0 2 009

C) B = {(2/37 2/37 _1/3)7 (1/\/57 _1/\/57 O), (1/3\/57 1/3\/57 4/3\/5)}-
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2—0 0  2a—203
Ejercicio 5.22 Dada la matriz A = 1 Q@ 2 se pide:
—a+p3 0 —a+20

a) Estudiar, en funcién de los pardmetros o y 3, cuando es diagonalizable.

b) En los casos en que sea diagonalizable, hallar una forma diagonal y su
matriz de paso.

c) Hallar A9 para |a] =1 y |B] = 1 con a # 3. ;Depende este
resultado de los valores que tomen « y (37 Justifica la respuesta.

Sol:

a) Es diagonalizable si o # (3.

a 0 0 2 2 a—p
by D=| 0 a 0 y P= 0 1 1
0 0 p -1 -1 -«

C) A1994 = ] tanto para a = 1 y b= —1 como para a = —1 y b=1.

Ejercicio 5.23 Sean las variedades lineales de R* siguientes:

F =< (—4,0, 1, ].), (—5, 1,1, ].), (]_, —1,0,0) > Loy +ay+a3+24=0
Fy, =< (-3,1,1,0),(-1,1,0,0),(0,—2,1,0) > Lo = Fy + Fy
L =< (0,0,1,0),(0,0,0,1) >

_ -0
ymmRBUZ{“ Y2

2$1—2$2—I3:O

Sean f: R* — R?y ¢g: R® — R* aplicaciones lineales que cumplen:

g(1,-1,1) = (—-1,-1,-1,3) g(0,1,-2) = (2,-1,1,-1)
9(1,1,0) = (3,0,1,1) £(0,1,0,0) = (0,2,1)
Ker f = L1 N Ly f(L) = L'; 32,503 = 145 a;; > 0 Vi, j, siendo a;; los

elementos de la matriz asociada a f respecto de las bases candnicas.

a) Hallar las matrices asociadas a f y g respecto de las bases candnicas.
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b) ;Es diagonalizable la matriz que representa a f o g respecto a la base
candnica? Razonar la respuesta.

c¢) Determinar dos niimeros reales «, 3 y una base B de R?* de forma que
la matriz de g o f respecto de B sea diagonal con su diagonal igual a

(0,0, 3).

Sol:
1 2 0
00 1 1 L1
a) Ar=12 21 1 A= |
)f y Ay 0 1 0
1100
2 -1 0

b) Si, pues tiene tres autovalores diferentes.

c) a=2 =17 8B={0,01,-1),(1,-1,0,0),(3,-9,-1,11), (4, 3,2, -2)}.

Ejercicio 5.24 Sea o € R. Se considera la matriz

Q 0 —1
A= 0 1 «
-1 0 0

a) Estudiar para qué valores de o es A una matriz diagonalizable.
b) Para o = 0, diagonalizar A con una matriz de paso ortogonal.

c) Para o = 0, jhay algin n € N tal que A" sea la matriz unidad? Razonar
la respuesta.

Sol:
a) Va € R.
100 iy iy 0
D= o10|yP=| 0 o0 1
00 1 iy iy 0
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3 -1 0
Ejercicio 5.25 Sea la matriz | « 3 0 |. Hallar
0o 0 2

a) Los valores de a para los que los autovalores son reales.
b) Los valores de @ para que tenga autovalores dobles.

c) Los valores de o para que la matriz sea diagonalizable.

d) La forma diagonal y la matriz de paso para a = —4.
Sol:
a) a <0
b) a=0
c) a<0
5 0 0 11
d) D=]1010 y P=| -2 2
00 2 00

Ejercicio 5.26 Sea f € End(R?) y A la matriz asociada a f respecto de la
base candnica. Sabiendo que una base del nicleo de la aplicacion lineal g que
tiene por matriz asociada, respecto de la base canénica, A — I es

Kerg = {(1,1,0),(1,0,1)}

y que el vector (0,2, 1) se transforma en el (1, 1,0), se pide:

a) Calcular los autovalores y los subespacios propios de A.
b) Hallar la matriz diagonal asociada a A y su matriz de paso.
c¢) ;Es inyectivo el endomorfismo f7 (Justifica la respuesta).

d) Determinar los subespacios propios de A™.
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Sol:

a) Ay =0con Vp =< (—-1,1,1) >y

Ay =A3=1con V| =< (1, 1,0), (1,0, 1) >.

000 11
pyD=|010]|yP=| -1
00 1 -1 0

¢) No. Admite el autovalor nulo.
d) Vo y Vi

1 I6) a—+1
Ejercicio 5.27 Sea la matriz A = 0 -1 a+1

B+2 —=p g—1

a) Determinar los valores de a y 3 para que A sea diagonalizable y tenga
el autovalor —1 doble.

b) Para los valores obtenidos de « y 3, hallar una forma diagonal dando la
matriz de paso correspondiente.

c¢) ;Es posible encontrar una matriz de paso ortogonal? Razona la res-
puesta.

Sol:

~1 0 0 0 0 v
D=| 0-1 o] yP=[1 0 0
0 0 1 0 1 v
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